Leistungskurs Mathematik: Abiturpriifung 1988
Aufgabe I: Infinitesimalrechnung

Gegeben ist die Schar der Funktionen

fa: X —> x? — In (x* + a®) mit a¢R” und P =R .
1. a) Untersuchen Sie die Graphen Ga von fa auf Symmetrie. Bestimmen Sie das

Verhalten der Funktionen fa fur x —> » 5 BE

2x(x% + a2 - 1}

x2+a2
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Scharfunktion in Abhdngigkeit
von a und bestimmen Sie damit Lage und Art der Extrema. Folgern Sie, dap
jede Scharfunktion einen minimalen Funktionswert m_ besitzt, und berechnen
Sie diesen Wert. a

b} Zeigen Sie, daR fiir die Ableitung gilt: f;(x} =

+

me =1 - a2 fiir a <
ma = -2 In a fir a 2

[ Teilergebnis:

f

1
1 12 BE
c} Welche Scharkurven Ga haben mit der x-Achse Punkte gemeinsam, und wie viele

derartige Punkte gibt es dann? Begriinden Sie Ihre Antwort. 6 BE
d) Weisen Sie nach, daB fir a; < a; der Graph G stets oberhalb des

. a,
Graphen Ga liegt. 3 BE
2

e} Zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse und der Funktions-
werte f,(1), £,(2), fo,5(2) die Graphen G, und Go, s im Intervall
-2 £ X £ 2 in ein Koordinatensystem mit Langeneinheit 2 cm ein. 7 BE

2. a) Bestimmen Sie unter Verwendung partieller Integration eine Stammfunktion

Fa von fa' 8 BE
[Mogliches Ergebnis: Fa(x) = %x’ + 2% - X In (x* + a?) - 2a arc tan E]
b) Berechnen Sie den Inhalt A des zwischen den Graphen G, und Gg,s liegen-
den Flachenstiicks. 9 BE

Hinweis: Unter Verwendung der bekannten Abschatzung In z ¢ z - 1 fir z¢R™

X2 + ap?

konnen Sie zeigen: %1@+m X+1In ;;-:—;? =0,
Losung
fa(x) = X2 - 1n {x? + a?) , aeR™ , pP==R

1. a) » f (-x) = (~x}* - In ((-x)* + a*) = f (x), wegen (-x)* = x?

Der Graph Ga der Funktion fa ist achsensymmetrisch beziiglich der
y~Achse,

. o s 2 _ 2 2 o = 11
» %}@+w fa(x) %1g+m (x In (x* + a?)) %&gdm fa(x).
(Der Graph der Quadratfunktion x —— x® wachst "viel stirker" als der
Graph der Logarithmusfunktion. Ausfithrliche Begriindung mit Hilfe des

Hinweises in 2b - nicht verlangt! -:
li@ f (x} = lig (x2 - 2+1n X} 2 li@ (x2 - 2x + 2) =w )
X=50o "3 K=o X=>m

aQ

I
—



1, Fall: 1 - a2 >0, d.h, a <1 (a > (0!)
Vorzeichenverhalten von f;(x):

- - - - Q + + +

F sign(x)
| = - - = -
A S | | * * Y sign(x*-(1-a%))
—Ji-a’ Jl-a2
- - - l + + + ? - - - l + + !
1 1 1 31gnf;(x)

Ergebnis (fiir a < 1):
Der Graph Ga ist streng monoton steigend in ]-J 1 - a%; 0Of

und ]+J 1 - a?; [ ,

Er ist streng monoton fallend in J—=; -4 1 - a3?[
und ]0; 1 - a?[ .

Daher liegen an den Stellen x,= - J 1 - a2 und x,= + J 1- a%®

Minima und in Xx;= 0 ein Maximum.

Es ist fa(J 1 -a2)=1-a%2-1n (1 - a2 + a2) = 1 - a2 und

fa{O) = -2-1n a .
Daher Minima: (= J 1 - a2 ;1 - a%)
Maximum: (0 ; -2+1ln a) .,

2, Fall: 1 - a2 < 0, d.h. a>1 (a > 0!)
X2 + a%? -]
X ar
also sign (f;(x)) = 5ign (x).

In diesem Fall ist >0,

Ergebnis (fir a > 1):
G 1ist streng monoton fallend fiir x
a , .
und streng monoton steigend fiir x
In (0; -2-In a) liegt ein Minimum.

oo

VoA

3
Fiir a = 1 st £3(x) = 2 - 5 , so daB wir die Fille a > 1
und a = 1 zusammenfassen konnen,

Insbesondere besitzt jede Scharkurve einen minimalen Funktions-

vert m = { 1 — a2 fiir a < 1
a -2 - In a fuir a 21 .

c) Die Graphen Ga sind stetig in R und fiir x —> *= strebt fa(x) —> 4o

Aus der in b) bestimmten Zahl und Lage der Minima (bzw. aus dem Monotonie-
verhalten) folgt daher die Zahl der Nullstellen :

Fir a < 1 ist m, = 1 -a2>0, fahat daher keine Nullstellen,

Fiir a = 1 ist das einzige Minimum der Ursprung (0;0}. Es gibt genau
eine Nullstelle,

B3-2



Fiir a > 1 ist der Wert des einzigen Minimums negativ: -2-Iln a < 0 ,
fa hat daher zwei Nullstellen,
d) 0 < ay, < a, => a} < al => x* + a? < x* + a2 =
In (x* + aJ) < 1n (x® + a3) => x2 - 1n (x2 + a}) > x2 - In (x2 + a3).

Das bedeutet, Ga liegt oberhalb von Ga .
1

a

e) fa(x) =x7 - 1n (x* + 4) , fo.s(X) = x* - In (x? + —,];) .

Funktionswerte: €£.,(1) it -1Inb5=-0,6l
£2(2) 4 — 1In 8§ = 1,92
Minimum von Gg: (D; -1ln 4) = (G; -1,39)

fg.5(2)= 4 - 1n 4,25 = 2,55
Minima (s 30,75, : I3 c0.87.
Maximum (0; 1n 4) = (0; 1,39) .

n ot

vy A
G
9 - 0,8
1 - G,
T 1 T ?
-2 1 2 X
I
a) J (X2 ~ In (x% + a?)) dx =
3
= %- - J 1 - In (x? + a?%) dx
u' v
A
| v
a
= %— - (x - In (x* + a%) - I X - ;3—%5;3 dx)
u - v u - v'
x3 2 2 aZ
=3 - X-1ln (x* + a®) + 2-[ (1 - X7 + a’) dx
k]
= §~ ~ x*In (x* + a®) + 2x - 2-a f 1/a z dx
e (3]
a
x? X
=3 - x*1n {(x* + a%?) + 2x - 2a-arc tan 2 3
F (x) = lx’ ¢ 2x - x-1n (x® + a®) - 2a-arc tan >~ .
a 3 a



b) Wegen f,,, (x) > f2 (x) fiir alle x, ist

a=F (fi () - f2 (X)) dx = Lig, [Fi/2(x) =~ Fa(0)]x,
- %igw {x*(In(x® + 4) — In (x + */,)) + 4-arc tan */;x - arc tan 2x]~*.
, X2 + 4 -
= lim {x-1n i, " 4earc tan '/, x - arc tan 2x]I,
X2+ 4 X2 + 4 _ 3,75 . X
Wegen In Xz + 1/, < ey 1 = X3+ 17, ergibt sich
_ X2 + 4 . 3,75°x
0 < )]{lgloo x-1ln m legm m 0.
Also ist li cin 2224 Jx - 0 und somi
so ist lig, [{x*1n ;3—:—77:]_r = 0 und somit
= 1 - 1 — - = - ! — - I = -
A= %}Qm (8-arc tan P 2-arc tan 2r) 8 3 2 3 em,

Der Inhalt der wvon G;,. und G, eingeschlossenen {(unendlichen) Flache
ist 3w,



1’

a)l

Aufgabe It Infinitesisalrechnung

Gegeben ist die Funktion f: x r— J Z : i mit der maximalen Definitionsmenge Df
Weisen Sie nach, dafi D_= [2;4] ist, und untersuchen Sie das Verhalten
von f an den Randern vin Df . 5 BE
Zeigen Sie, daB gilt: f'(x) = 1 .

b)

c)

a)

b)

c)

{4 - x) J (4 ~ x)(x - 2)

Geben Sie Df, an, und untersuchen Sie das Verhalten von f' an den Randern
Df,. 5 BE
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten und die Wertemenge von f. J BE

Zeigen Sie, da8 die Umkehrfunktion f~! existiert und durch den Term

f-1(x) = é%jziié beschrieben wird.

Geben Sie die Definitions- und Wertemenge von f£-! an. 5 BE
Berechnen Sie f£(3), und skizzieren Sie die Graphen Gf und Gf“,in ein
gemeinsames Koordinatensystem (Langeneinheit 2 cm), 7 BE

Es existiert genau eine Stelle aeDf. an der sich Gf und Gf_1 schneiden

{(Nachweis und Berechnung von a nicht erforderlich).

Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von a den Inhalt des Flichenstiicks, das von
Gf, Gf_1 und den Koordinatenachsen eingeschlossen wird. 8 BE

Nun wird die Funktion g: x +— arc tan f(x) mit maximaler Definitionsmenge Dg
betrachtet.

a)

b)

c)

Bestimmen Sie unter Verwendung der Ergebnisse von Teilaufgabe 1 die Defi-
niticnsmengen Dg, Dg, und die Wertemenge Hg sowie das Verhalten von g’

am linken Rand von Dg,. 5 BE
Zeigen Sie, daf der Graph Gg von g in ]2;4( punktsymmetrisch zu

, ) 1
5(313) ist, Zum Nachweis darf die Formel arc tan z + arc tan i ; (2>0)
benlitzt werden. 6 BE
Skizzieren Sie den Graphen Gg unter Verwendung der gewonnenen Ergebnisse

in das bereits angelegte Koordinatensystem. Geben Sie ohne Integration den
Inhalt des Fliachenstiicks an, das von Gg , der x-Achse und der Geraden mit

der Gleichung x = 4 begrenzt wird, und erlautern Sie Ihre Uberlegung.6 BE



Losung

f(x) = J : - i mit der maximalen Definitionsmenge Df .
1. a) ¢ Bestimmung von P : —%—E—% 20 <=>
x22 uwd 4-x>0, d.h, x€f2;4]

oder
x <2 und 4 -x< 0, d.h. x¢{ } , also

a o
- - = [ + + + + + | + + + + 5
Df={2;4[ +++|+++++[--—-- N
- - = [ + + + + + ( - - - - 5
2 &
¢ Randverhalten:
1im f(x) =0 lim f{x) = =
xZ»2 X=>4
1
b) Mit Ju = . und der Ketten- und Quotientenregel ergibt sich
2 Ju
ooy o 1 4—x+x-2=J~’a—x 1 ]
£ (4 - x)* x -2 {4 -x)2
x -2
2 J 4 - x
= 1 .J 1
4 - x (4 - x)(x- 2)
pf,= pf\{z} = 12;4[ . 1im f'{x) = lim f'(x) = =

x=>2 X=>4
c) Da f'(x) > 0 fur alle x¢]2;4[ ist der Graph Gf streng monoton steigend.

Wegen f(2) = 0 und §£§4 f(x) = = folgt Hf = Rs

2. a) Aus der strengen Monotonie von f folgt die Umkehrbarkeit von f mit

Py = W = [0 [ und W, , =P, = [2;4] .

Zur Berechnung der Umkehrfunktion vertauscht man in y = f(x} x und y
und lost nach y auf:

x = f(y), y = f-¥(x) .
N - X - 2 - y =2
Hier: y J F - x° X J G -y
<=> X4 - y) =y -2
€= y(1 + x*) = 4x2 + a
2
<=2 y = _1.'_}_(___."-__2 (xe*;)

1 + x2



Gleichung der Umkehrfunktion:

dx® + 2

f-*(x) = 1T 7 %2

b) £(3) = 1 (also f~'¢(1) = 3). Der Graph von £f~! ergibt sich aus dem Graphen
von f durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden y = x des I. (und III.)
Quadranten, (d.h. (x3v) +»— (y;x)).

1 —>
5 X
a a 2
¢) A =27 (£1(x) - x) dx (s. Figur) = 2-f [‘*’;__:; - x] dx =
+ X
0 0
a a
2x% + 2 -1 1
=4-I——-x—2;——i—dx—a2=4'f[2—l+Q]dx—-a’
0 0
A =8a - 4-arc tan a - a?
3. a) g{x) = arc tan J X - 2 Wegen D =R=0D ist P =P
. & 4 - x ° & arc tan (x) Haex’ [ £’
. Dgr: th*
Wegen %Egm arc tan x = ) und arc tan 0 = 0 ergibt sich g(2) = 0 und
- _ T
g, 8x) =5 .
Da der arc tan und f streng monoton steigen, ist auch g streng monoton
steigend, -
Insgesamt folgt W = [0:5
E 2
Ferner ist g'(x) = . f'ix) = b-x £frix) .
1+ X 2 2
4 - x

=> %392 g'{x) = %1@2 Frix) = =,



b) Punktsymmetrie von g beziiglich (a;b) bedeutet:
b-g(a-t)=zg(a+1t)-0b fir alle t mit azt ¢ Dg .

In diesem Fall also ist Punktsymmetrie bzgl, 5(3;2} gleichbedeutend mit
n

g3 +t) +eg(d -t) =2 - 7"
In der Tat ist fiir 0 £t < 1

R 1+t _. _ - -t _1
f(3 + t) = J T -1 ¢ z f(3 t) J T+ Z

arc tan f(3 + t) + arc tan f(3 - t) =
- !

“2 , n
eziglich [3; Z] .

Also: g(3 + t) + g(3 - 1)

= arc tan z + arc tan

o N

g ist also punktsymmetrisch

c) Wegen der Punktsymmetrie zu S stimmt der gesuchte Flacheninhalt mit dem

Inhalt des Rechtecks (4 - 2) - % = g uberein, Vgl. obige Figur !



Leistungskurs Mathematilc Abiturpriifung 1988
Aufgabe IOI: Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ein Reiseunternehmen chartert ein Flugzeug, das 250 Passagiere aufnehmen kann,
fiir Flige nach Gransolio.

1.

An einem Flug nehmen 243 Personen teil,
a} Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die freien Platze? J} BE

b} Das Flugzeug hat 50 Platze fiir Raucher und 200 Platze fir Nichtraucher,
47 Fluggaste belegen einen Platz fiir Raucher, die restlichen einen Platz
fiir Nichtraucher, Wie viele Moglichkeiten gibt es jetzt fiir die freien
Platze? 4 BE

Das Reiseunternehmen weifl aus Erfahrung, daf ein gebuchter Platz nur mit der
Wahrscheinlichkeit 0,9 auch tatsidchlich belegt wird.

a) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, daB von 50 zufdllig ausgewdhlten ge-
buchten Platzen mindestens 46 belegt werden? 4 BE

b) Da gebuchte Pldtze mit der Wahrscheinlichkeit 0,1 nicht belegt werden, ist
das Reiseunternehmen dazu iibergegangen, die Fliige um 10% iiberbuchen zu
lassen, Das bedeutet, daB fiir jeden Flug 275 Pldtze verkauft werden, Wie
grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB nicht alle Personen, welche die Reise
wirklich antreten wollen, mit dem Flugzeug befordert werden konnen?
Nzherung mit der Normalverteilung! 6 BE

. Das Reiseunternehmen andert die Vertragsbedingungen und mochte nun in Erfah-

rung bringen, ob sich die bisherige Wahrscheinlichkeit fiir Nichtbelegung ei-
nes gebuchten Platzes (Riicktrittswahrscheinlichkeit) von 0,1 auf einen neuen
Wert p andert, Dazu werden die nachsten 1500 Buchungen untersucht.

a) Schdtzen Sie mit Hilfe der Tschebyschow-Ungleichung ab, um wieviel die
relative Haufigkeit der Reiseriicktritte hdchstens von der Riicktrittswahr-
scheinlichkeit p abweicht bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von
mindestens 99% . )

Verwenden Sie p(l - p) ¢ e 6 BE

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Normalverteilung bei unverianderter Riick-
trittswahrscheinlichkeit 0,1 einen moglichst kleinen, zum bisherigen Er-
wartungswert fiir die Ricktritte symmetrischen Bereich, in dem die Anzahl
der Riucktritte (bei 1500 Buchungen) mit mindestens 95% Wahrscheinlichkeit
liegt, Welchen SchluR kann das Reiseunternehmen ziehen, wenn tatsachlich
123 Riicktritte gezahlt werden? 10 BE

Ein Reiseleiter behauptet, daf mindestens 60% der Fliige nach Gransolio Ver-
spatung haben. Das Reiseunternehmen mochte diese Aussage iliberpriifen, Darauf-
hin werden die nachsten 20 Fliige auf ihre Punktlichkeit hin kontrolliert,

Kann der Behauptung des Reiseleiters auf dem Signifikanzniveau 5% widerspro-
chen werden, wenn 8 dieser Fliige Verspatung haben? 7 BE



1. a)

b)

2. a)

b)

Losung

Urmenmodell: In einer Urne befinden sich 250 vnunterscheidbare Kugein,
die von 1 bis 250 durchnumeriert sind. Es werden 7 Kugeln mit einem Griff
aus der Urme gezogen,

Die Kugeln entsprechen den verfiigharen Pldtzen, die gezogenen Kugeln sind
die Nummern der freien Plitze. (Auf die Reihenfolge dieser Nummern kommt
es nicht an, sie werden daher gleichzeitig gezogen.)

Damit ergibt sich die Anzahl A der Moglichkeiten fiir freie Platze:

A = [250] _ 250! _ 250-249-248-247-246-245-244
7!

= - 13
7 2531 71 » A= 1,1110

Modifiziertes Urnenmodell: In zwei Urnen U, und U; befinden sich wie
folgt Kugeln:
U,: 50 durchnumerierte, ununterscheidbare schwarze Kugeln,

Diese Kugeln entsprechen den Rauchern!

Uz: 200 durchnumerierte, ununterscheidbare weiflie Kugeln.
Diese Kugeln entsprechen den Nichtrauchern!

Aus Urne U, werden 3 Kugeln, aus Urne U, werden 4 Kugeln gezogen.
Die Anzahl A der Moglichkeiten fiir freie Platze ergibt sich aus dem
Zahlprinzip:

_ 50 200 _
A= [ﬂ [4] )
"freie Raucherplatze" "freie Nichtraucherplatze"
A = 501 . 200! _
3t 47! 4! 196!
50-49-48 - 200-199-198-197

A= 1,27-10'2

3t 4t ’

Bs liegt eine Bernoulli-Kette der Lange n = 50 ("Anzahl gebuchter Platze")
mit dem Parameter p = 0,9 ("Trefferwahrscheinlichkeit") vor.

Die Anzahl Z der Treffer soll griBer gleich 46 sein. Somit gilt fiir die
zugehorige Wahrscheinlichkeit P:

50 o5
P(Z 2 46) = L B(50: 0,9; i) 1 - B(50; 0,9; 1) = 1 - 0,56880
i=ab i=0 (vgl. Tabelle)

P(Z 2 46) = 0,4312 = 43,1%

Die Werte der zugrundegelegten Bernoulli-Kette lauvten hier: n = 275,
p = 0,9. Die Trefferanzahl Z soll echt groBer als 250 sein, Also gilt:

=

a7s 280
P(Z > 250) = L B(275; 0,9; 1) 1 - I B(27%; 0,9; 1i}).

1=-251 4=0
Pa diese Werte nicht tabelliert sind, soll eine Raherung der Binomialver-—
teilung durch die Normalverteilung vorgenommen werden. Mit dem Mittelwert

¥= n-p und der Standardabweichumg o = J n-p-(1 - p} gilt (vgl. FS. S.i11):

I B(n; p; i) » Q[E_LO‘_S.]

1=0 a

Hier gilt: w = 275-0,9 = 247.5 , o = J 275-0,9-0,1 = 4,97 ,



3. a)

b)

Zusamwenf assend :

250 - 247,5 + 0,5
4,97

P(Z > 250) = 0,27425 * 27,4%

P(Z > 250) % 1 - m[ ] -1 -9(0,60) =1 -~ 0,72575

{vgl. Tabelle)

Die Tschebyschow-Ungleichung lautet (vgl. FS S, 107):

) -

L] -

k 1 - 1
Pl-el <o) 21 =B n-gm o0 pu-p s

Die relative Haufigkeit % weicht vom Parameter p = 0,1 hochstens um ¢ ab
bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von mindestens 99%, wenn gilt:

%E—p|<qzl-n% > 0,99 .

i 1
Giig 2 0,99, 0,01 2 o,

1 [ ]

2 W (n = 1500} , e = 0,129

Die relative Haufigkeit der Reisenicktritte weicht héchstens um 12,9% von
der Rucktrittswahrscheinlichkeit ab,

1 -~

32

Es soll die Normalverteilung zugrundegelegt werden:
Mittelwert ¢ = n*p = 1500-0,1 = 150

Standardabweichung ¢ = J n'p+{(l1 - p} = J-1500~0,1-0,9 = 11,6
Wird die Anzahl der Riicktritte mit X und die Wahrscheinlichkeit fiur X mit
p bezeichnet, so soll gelten:

Pa%7° (150 - k € X € 150 + k) 2 0,95 .

Der Parameter keéN legt hierbei die Lange des um u = 150 symmetrisch
liegenden Intervalls fest; er soll berechnet werden. Hierzu nutzt man bei
der Verteilungsfunktion § die Symmetrie der Dichtefunktion ¢ aus:

PA%3° (150~ k € X € 150 + k) = §(150 - k < X < 150 + k) =

= O(X s 150 + K) - O(X < 150 - k) =
P(X £ 150 + K) = (1 — P(X € 150 + k)) = 2:0(X < 150 + k) -~ 1,

150 + k — u + 0.5]

-120,9

Also gilt: 2'&[ 3

k + 0,5

ET%?gié >1,9% ., also k2 22,2 .
k ist also aus der Menge {23, 24 ...} . Da der symmetrische Bereich mog-
lichst klein sein scll, folgt k = 23 .,
Der symmetrisch um uw liegende Bereich lautet somit:
{127, 128, ... , 150, ... , 172, 173},
Bei 123 Riicktritten kKann das Unternehmen daher davon ausgehen, dafl mit
95% Sicherheitswahrscheinlichkeit die Ricktrittswahrscheinlichkeit p
kleiner geworden ist!



4, Hypothese H,: p 2 0,6 Hypothese H,: p < 0,6

Annahmebereich A; von Hy: A, = {c + 1, ... , 20}
Annahmebereich A, von Ho: Ax = {0, ... , c} (ceN)

Das Signifikanzniveau ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art, d.h.
die Hypothese H; wird abgelehnt (alsoc Annahmebereich A, trifft zu},
obwohl Hypothese H, wahr ist (also p 2 0,6) .

Es gilt also: P28, . (Az) $ 5% . Fir P28, (A;) wird eine Binomial-
verteilung zugrundegelegt:
= ' L~
Fiir P28 ¢ (A2) = I B{(20; p 2 0,631) & I B(20; 0,6; 1)
4 ) =0

(=3

I B{20; 0,6; i) < 5% (=0,05)

A -
Aus der Tabelle liest man ab: c=7.
Somit gilt: A, = {8,... . 20}

Der Behauptung des Reiseleiters kann also nicht widersprochen werden,



Leistungalmrs Mathematik: Abiturpnifung 1988
Aufgabe IV: Wahrscheinlichkeitarechnung

Zu jedem ZiffernschloR gehdrt eine "Geheimzahl", mit der das Schlofl gedffnet
werden kann. Im folgenden werden als Geheimzahlen vierstellige Zahlen verwendet,
die aus den Ziffern 1 bis einschliefilich 7 gebildet werden kommen. Dabei wird
die Produktion so gesteuert, dafl alle moglichen Geheimzahlen gleichwahrschein-
lich sind.

1., a) Berechnen Sie den Anteil aller Geheimzahlen, die genau zwei gleiche
2iffern enthalten, Bei welchem Bruchteil dieser Geheimzahlen sind die
ibereinstimmenden Ziffern benachbart? 5 BE

1

b) Sind die Ereignisse Z:= "Die Geheimzahl enthalt genau zwei tibereinstim-
mende Ziffern" und U:= "Die Geheimzahl besteht nur aus ungeraden Ziffern"
unabhingig? Begrinden Sie Ihre Antwort, 5 BE

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt man ein Element aus U, wenn man nur
aus den Elementen von Z zufdllig auswahlt? 3 BE

2. Aus einer Tagesproduktion werden 200 Ziffernschldsser zufallig ausgewahlt,
Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich unter diesen 200 Schlissern
mindestens eines, das sich mit der Geheimzahl 1234 ¢ffnen laft? Verwenden Sie
die Poisson-Naherung. 5 BE

3. Die ZufallsgroRe X gibt die Zahl der Einsen an, die in einer Geheimzahl vor-
kommen.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X auf 0,1% genau. 6 BE

b) Man wahlt nun 100 Ziffernschlosser zufiallig aus. X, ist die Anzahl der
Finsen in der Geheimzahl des i-ten Schlosses, Berechnen Sie den Erwar-

1060
tungswert der Zufallsgrofe Y = L X, . 3 BE

=1

c¢) Schiatzen Sie mit der Ungleichung von Tschebyschow die Mindestwahrschein-
lichkeit dafiir ab, dal der Erwartungswert von Y um weniger als 15 verfehlt
wird. 6 BE

4, Um einen Hinweis auf die Gleichwahrscheinlichkeit aller moglichen Geheimzah-
len zu erhalten, werden im Laufe eines Jahres 20 000 Schlosser uberpriift, Es
wird folgender Test durchgefiihrt: Man bestimmt die Anzahl T der Geheimzahlen,
die die Ziffer 1 genau einmal enthalten. Liegt T im Intervall [7100;7300]),

dann halt man an der Nullhypothese Hg := "Der Anteil der Geheimzahlen, die

die Ziffer 1 genau einmal enthalten, betragt 36%" fest; andernfalls lehnt man

sie ab.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit lehnt man die Nullhypothese irrtiimlich ab?

Verwenden Sie dabei die Normalverteilung. 7 BE
Losung

Ziffernschlof: n, | na ! na | ng

Stellenzahl -—> 1 2 3 4
Ziffern ny € {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 1

1.8
o]

[EaY
f-3



1. a)

b)

c)

Die Aufgabenstellung 1aBt sich wie folgt aufteilen:

i) Annahme: An den ersten beiden Stellen befinden sich die iiberein-
stimmenden Ziffern: n; = na .
Da es genau zwei gleiche Ziffern geben soll, diirfen ni, n, diesen
Wert nicht annehmen. Fiir n, gibt es somit 6 Moglichkeiten, fir n,
5 Moglichkeiten (nj # n, !) .

ii) Fiir den gemeinsamen Wert von n, und n, gibt es 7 Moglichkeiten.

iii) Die beiden iibereinstimmenden Ziffern miissen nicht an den ersten bei-
den Stellen auftreten, sie konnen beliebig verteilt sein, Hierfiir

gibt es [g] Moglichkeiten.
iv) Es gibt insgesamt 7% Moglichkeiten, die Zifferm ohne Einschrankung
am ZahlenschloB einzustellen.

Nach dem Zahlprinzip ergibt sich daher folgender Anteil p der gesuchten
Geheimzahlen unter allen moglichen Geheimzahlen:

4]

« 7 <65

= [2 _ 62 -5 180

P = 7% - 73 ~ 343 % 52 51 .

Bei den 4 Stellen gibt es genau 3 benachbarte Stellen (n, - nz, n; - na,
na - N,). Nach l.a) Z2iffer iii) gibt es [g] = 6 Stellmdglichkeiten fiir
die iibereinstimmenden Ziffern. Somit lautet der Bruchteil der gesuchten

Geheimziffern mit benachbarten gleichen Ziffern: % = % .

Die Freignisse Z und U sind genau dann voneinander unabhangig, wenn gilt:
p(2) - p(U) = p(2ZNhU) ,

: _ 180 _ 1260
Aus l.a) gilt: p(2) = %3 ~ 7401 °

Berechnung von p{U) :
In der Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} gibt es genau 4 ungerade Elemente.
Sollen ausschlieBlich solche ungeraden Zahlen als Ziffern (ohne Einschran-
kung auftreten), so gibt es hierfiir 4* Moglichkeiten bei 7* Gesamt-
moglichkeiten (vgl. l.a) Ziffer iv))
Also folgt: p(U) = 4. 26

" 74 2401 °
Berechnung von p(ZNU):
Unter den ungeraden Zahlen sollen genau 2 iibereinstimmen, Wie unter l.a)

iberlegt ich: (Znu) = [g] e - _lad
iiberlegt man sich: p 7% 2401 °
itberpnriifung der Unabhangigkeit:
3 144
pl(ZNU) = 3401
_ 1260 256 ) .
p(2) plu)y = 2401 2401 Also: p(Z) p(U) # p(2NU)

Die Ereignisse sind somit voneinander abhangig.

pa nur das Ereignis 2¢Q (: Ergebnisraum) zugrundegelegt wird, handelt es
sich hier um eine bedingte Wahrscheinlichkeit pz{U):

po(U) = p;f?f) (vel. 1.b)




144
_ 2401 144 4
2401
2. n=200, p-= EZ%T {(genau 1 Geheimzahl ~ namlich 1234 - ist unter den 2401

moglichen Geheimzahlen - vgl, 1.,a) - glnstig). 200
Der Erwartungswert @ = n-p ergibt sich zu: wu = 7401 °

Bezeichnet man mit Z die Trefferanzahl - also die Anzahl der Schlosser mit
der Geheimzahl 1234 -, so gilt: Z 2 1. Die Wahrscheinlichkeit P hierfiir be-
rechnet sich wie folgt aus der Poisson-Verteilung (vgl. FS, 5.110}:

t [»]
P(Z 21) 21 -P(Z2 =0) = 1- e—v(‘)'—, =1 - g% , Mit dem obigen Wert fiir u
ergibt sich daher: P(2 2 1) =1 - 0,92008. P{(Z 2 1) = 8,0% .,

3, a) Es handelt sich um eine Bernnulli—Kette der Lange n = 4 ("Stellenzahl")
mit dem Parameter p = 1/7 ("Trefferwahrscheinlichkeit" der Ziffer "1").
Bezeichnet Z die Anzahl der Einsen und P die Wahrscheinlichkeit hierfiir,

g L (&) (1)= . (6]
so gilt: P(Z = K) = B(4; 35 K) [k] [?] [7] 0 <k <4 .

Setzt man fiir k die mdoglichen Werte ein, so ergibt sich die folgende Wahr-
scheinlichkeitsverteilung:

k | 0 i 1 | 2 | 3 4 |
P(Z=k) | 54,0% | 36,0% | 9,02 | 1,0% | 0,0%

b) Fir die Zufallsgrdfien X; (1 € i £ 100) legt man die Wahrscheinlichkeits-—
verteilung unter 3.a) zugrunde. Der zugehorige Erwartungswert E(X,) be-
rechnet sich daher zu (vgl., FS., S. 108)

E(X,) = 60,540 + 1+0,360 + 2-0,090 + 3-0,010 + 4-0,000

E(Xy) = 0,57

Der Erwartungswert E(Y)} der zusammengesetzten Zufallsgridfe Y ergibt sich
100 1 100

somit: E(Y) = E(Z Xy) = I E(Xy) (vgl, FS. S, 108)
4 -] Amm]

E{Y) = 100-0,57 = 57
c) Die Ungleichung von Tschebyschow lautet (vgl. FS. 5. 109 bzw.S. 107):
(Y - E(¥)| <) 2 1~ Y200 (hier: a = 15) .

Die Varianz von Y errechnet sich (z.B.) wie folgt (vgl. FS., 5.108}):
var(Y) = E(Y*) - E(Y)2® ,

Aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung unter 3.a) folgt:

E(X3) = 0,540-0% + 0,360-1% + 0,090-2% + 0,010-3% = 0,000-4°
E(X2) = 0,81
Zusammenfassend:

Var(X,) = 0,81 - 0,572 = 0,4851

Da die ZufallsgroBen Xs(1 ¢ i < 100) paarweise voneinander unabhangig sind
{(dies ergibt sich unmittelbar aus der zufdlligen Auswahl der 100 Ziffern-
schlosser), gilt (vgl, FS. S. 109):

100 100D
Var(Y) = Var (I Xi:) = L Vari{X,) .
Al A=1

Fiir var(Y) erhalt man abschlieflend: Var(Y) = 100-0,4851 = 48,51 .



Setzt man dieses Ergebnis in die Tschebyschow-Ungleichung ein, gilt:

PUIY - B(Y)| < 15) 2 1 - 2331
P(|Y — E{Y}| < 15) < 0,7844
Die gesuchte Mindestwahrscheinlichkeit betragt also zirka 78,4% .

4, In der Nullhvpothese ist die Wahrscheinlichkeit pgs = 36,0 % fiir den Anteil
der Geheimzahlen, die die Ziffer 1 genau einmal enthalten, genannt. po 1ist
auch der Wahrscheinlichkeitsverteilung von 3.,a) zu entnehmen, Bei 20 000
Schlossern kann daher ungefahr von 7200 (=20 000-0,36) Schlossern der ge-
nannten Art ausgegangen werden. 7200 ist daher die Mitte des angegebenen In-
tervalls [7100;7300] .,

HD : Po & 0936 + ﬁ;: Po * 0v36
Die Annahmebereiche Ao, Ao lauten hierzu:
Ao = [7100;7300] , Ao = [03;7099] ( [7301;20 000)

Die Nullhypothese Hol{po = 0,36) lehnt man irrtumlicherweise ab, wenn der
Annahmebereich A, vorliegt. Die Wahrscheinlichkeit P hierfiir lautet:

P332° (Bo) = P2%5S° (T < 7100 oder T > 7300) .

Es soll zur Berechnung von P die Normalverteilung verwendet werden (vgl.
FS. 5. 1]1i3:

Ervartungswert g = n-p = 20 00G-0,36 = 7200

Standardabweichung o = J np+(l1 - p) = J_20 000-0,36-0,64 = 67,9

P(Ag) = 1 — P{7200 - 100 ¢ T < 7200 + 100) =
=1 - [P(T § 7200 + 100) - P(T € 7200 - 100)]

Bs gilt (vgl., III, Nr. 3b}):
P(T £ 7200 - 100) = 1 - P(T £ 7200 + 100} .
Also: P{As) =1 - P(T € 7300) + 1 - P{T < 7300) = 2+(1- P(T < 7300)) .

Mit P(T ¢ t) = @[Eél{$:—9ié] (vgl. FS. S. 111) folgt:
P(Ag) = 2-(1 - m[7300 g?7§°° * 0’5]) = 2-(1 - 0(1,48)) = 2+(1 = 0,93056)

_ {vgl. Tabelle)
P{Ao) = 0,13888 .
Die Nullhypothese wird also mit zirka 13,9% Wahrscheinlichkeit abgelehnt,



Leistungskurs Mathematik: Abfturpriifung 1988
Aufgabe V: Apalytische Geometrie

Durch die Punkte A(Q/0/0), B(10/0/0), €C(6/12/0) und D{6/2/8) ist eine auf der
X1 X2-Ebene stehende dreiseitige Pyramide gegeben, Die Ebene, in der die Punkte
A, B und € liegen, werde mit E,, diejenige, in der die Punkte A, C und D liegen,
mit E; bezeichnet,

1. a) Legen Sie ein Schragbild des kartesischen Koordinatensystem an (z.B. gemaB

b)

Es

a)

b)

c)

. a)

untenstehender Skizze, Ursprung in Blattmitte, Querformat, Einheit 1 cm),
und zeichnen Sie die Pyramide ABCD ein. 3 BE

Bestimmen Sie einen Lotvektor 51 der Ebene E, und einen Lotvektor ﬁ, der

. . - .- . = =
Ebene E, und zeigen Sie, dafi ﬁl, 32 linear unabhangig, dagegen ﬁl, n,, BB
linear abhiangig sind. Welche Dimension hat alsc der von den Vektoren 31,

32 aufgespannte Vektorraum? 7 BE

sei h, die Lotgerade von B auf E, und hp die Lotgerade von D auf E,.

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes H von ha und hp und die
Koordinaten des FuBpunktes Dy, des Lotes hg. 7 BE
[Zur Kontrolle: H(6/2/2,5}]

Die durch die Punkte B, D und H bestimmte Ebene sei E,. Sie hat mit der
Kante {AC] den Punkt G gemeinsam, Tragen Sie B und Do in die angelegte
Zeichnung ein und konstruieren Sie damit den Punkt G und den Fufipunkt B,

des Lotes ha. 7 BE
Zeigen Sie rechnerisch, daB die Geraden GH und BD sich senkrecht schnei-
den. Wie kann man dieses Rrgebnis ohne Rechnung erschliefen? 6 BE
Losung
8 !\ x:i

k' 2

Xy

C(6/12/0)




b)

2. a)

b}

-

Die Ebene E, = E(A,B,C) ist die x,x,-Ebene x, = 0: n,

-8

Einen Normalenvektor zur Ebene E; = E(A,C,D) erhilt man iiber das Vekor-

4

produkt der beiden Richtungsvektoren AC und AD:
- > 6 6 9%
AC x AD = |12]| x |2 -48

-60

0 8
Die Vektoren ﬁ, und ﬁz sind offensichtlich nicht parallel

Fin moglicher
Normalenvektor ist

-+
also n,

(1. Komponente von 5, ist 0, 1. Komponente von Hg ist -8 # 0),

£k

Zur Uberprifung der linearen Abhingigkeit verwendet man z.B. das Determi-

—>
BD

-

nantenkriterium: det (5, 5, ) =0 <=> a, ﬁ. ¢ linear abhdangig.
0 -8 -4

Hier: 0 4 2| =0, weil die 1. Zeile ein Vielfaches der 2. Zeile ist.
1 5 8

{Anderer Weg:

besitzt eine
Ergebnis:

Die Vektoren
Die Vektoren

-

“nicht-triviale'" Losung, etwa

—>

-8
4
5

d

—4
8
y=-0,5; x=25,5)

z =1 ;

bl - R . . . -+ -+
ny, Nz, BD sind linear abhdngig, n, ++ n, .
spannen also einen zweidimensionalen Vektorraum auf.

. (107 -8 S 6 0
ha: x = | @ + a-] 4 s hp: x = [2] + u-]0
. 0] 5) 8 1
Zur Bestimmung von hy N h, setze:
(107 -8 6 0
O] + a~] 4 = (2] + w-fO| .
) 5) 8 1

Dies fiihrt auf drei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

4 - Bx =0 ; -
=2 + 4 =0 ;
-8 + 52 -uw=0; =>

M
u

("Im allgemeinen"

hat dieses

1/2
- 11/2 .

Gleichungssystem keine Losung; dann sind die

Geraden windschief (oder parallel)) .

gewinnen wir den Schnittpunkt mit den Koordinaten

tiber ha mit » 7

H(6;2:2%/,).
Da hp parallel zur x,-Achse, gewinnen wir den Fufipunkt Ds von hp auf die
X;Xz-Ebene x, = 0 sofort: Do(6;2:0) .

Man verliangert BDo bis die Gerade AC
in G trifft, Dann ist GD N BH = {Bg}



A

cil12!0)

B(10: 0.0}

Xy

c¢) ® Richtungsvektor der Geraden GH. Zuerst muB man dazu die Kgordinaten
von G berechnen,

10 -4 6
[0] | 2] : u‘-(l:&] .
0 § 0 ) L 0

N J

Gerade BDe Gerade AC

e [f (] -]

oder 10 - 2» = ¥ und

A= 2
¢ Die zweite in die erste Gleichung ergibt 10 - 4p = w ,
also p=2 (n = 4),

=> ({2;4;0)

—> 4 —> -4
=» GH = [ -2 1 . BD = ( 2]

2,5 8

—> —n
GH * BD = -16 - 4 + 20 = O => GH | BD.

Obne Rechnung kann man dieses Ergebnis wie folgt erschliefen:

Im Dreieck BGD sind BH und DH zweil Hohen, H ist also Hohenschnittpunkt.
Dant mufs GH die dritte Hohe dieses Dreiecks sein, d.h, GH ist senkrecht
zZu BD.

S Y



Leistungskurs Mathematii: Ablturpriifung 1988
Aufgabe VI: Analytische Geomelrie

In einem Kartesischen Koordinatensystem ist die Schar der Geraden

e L
ga: X = 5 + a 1 mit a, o € R
8] Ja
durch den Punkt A{6/5%/8) sowie die Gerade
107 =4
h:x-= ( of +u [ 0] mit u ¢ R
5) 3
gegeben.
1. a) Zeigen Sie, daBl der Punkt A nicht auf h liegt. 2 BE

b} Weisen Sie nach, daB iede Schargerade g, die Gerade h schneidet, und daB
durch jeden Punkt von h eine Schargerade geht. &6 BE

¢) Begriinden Sie mit Hilfe der bisherigen Frgebnisse, daR alle Geraden g, in
einer Ebene E, liegen. Stellen Sie eine Gleichung von E, in Normalenform
auf, [Mogliches Ergebnis: E,: 3%, + 4% - 50 = 0] > BE

d) k sei diejenige Gerade durch A, die in E; liegt, nicht aber zur Geraden-
schar g, gehort. Welche besondere Lage im Koordinatensystem haben E,, h
und k? 4 BE

2. a) Der Punkt B(10/0/5) liegt auf der Geraden h. Durch den Punkt A wird die zu
AR senkrechte Ebene E, gelegt. Sie schneidet h in C. Berechnen 5ie die
Koordinaten von C. 4 BE

b} Die Schnittgerade von E; und E, gehdrt zur Schar der Geraden g..
Berechnen Sie den zugehorigen Parameterwert a. 3 BE

3. Ein Punkt F wird auf der Geraden h so gewahlt, dafi die Pyramide OABF den

Rauminhalt 125 erhdlt. Berechnen Sie die Koordinaten eines solchen Punktes.
3 6 BE

Losung

gARt

Aus der zweiten Komponentenzeile liest man ab: 5 0 + wo+0.
Dies kann fir kein ye erfiillt werden; A liegt somit nicht auf h,

= 4]
1. a} A liegt auf h, wenn es ein MotR gibt mit O0A = [Sl
8

It

b) Man stellt die Schnittbedingung der Geraden g, und h auf, indem man die
Geradengleichungen gleichsetzt:

RS EEEE

L M



Folgende Gleichungen ergibt ein komponentenweises Vorgehen:

(1) 6 - bdag = 10 - 4p ¥ - ag =1
(I1I) 5 + ga=0 |, 5+ ag=0
(I111) 8 +# 3ag =5+ 3 , U - ag 1

Die Gleichungen (I) und (III) sind Aquivalent, aus Gleichung (II) liest
man ¢ = -5 ab,
Setzt man dies in (I) ein, so erhdlt man die Schnittbedingung:

(¥} uw + 5 =1,

Aus dieser linearen Gleichung {(*) erkennt man, daB es zu jedem a€R ein
zugehoriges ueR gibt, so daB (*) erfiillt ist (z.B. durch Auflésen von (*)
nach p!), Jede Schargerade schneidet somit die Gerade h.

Umgekehrt gibt es zu jedem ueR ein a¢R, so daB (%) erfiillt ist. Durch
jeden Punkt von h verlauft somit eine Gerade der Schar ga..

i
]

Eine Veraonschaulichung

Man formt die Geradengleichung g. (mit den zwei Parametern a, o) zu
einer Ebenengleichung um:

-0 -0 0] -G

Mit a-o = T¢R gilt dann :

030

Mit o, Te€R ist dies die Parametrisierung einer Ebene E; .

-+
Ba: X

I

>
Ea: X

E. 15t somit ein ebenes Geradenbiindel durch den Punkt A (vgl, Figur 1).
Wie man leicht sieht, liegt h in dieser gefundenen Ebene E,:

Fiir o = 0 liegt eine Parametisierung von h vor, h gehort aber nicht zur
Geradenschar von g., da mit ¢ = 0 aus a*o =%, auch 7= 0 folgen wiirde,
In g. gibt es also keine 2u h parallele Gerade, Figur 1 veranschaulicht
zusammenfassend die Verhaltnisse,

1. Lisungsmiglichkeit

Aufgrund von la), b) liegen die Geraden von g. in der von A und h aufge-

spannten Ebene E,,
Die Gleichung von E, lautet zundchst in Vektorform:

SR D



(i 3

Diese Vektorform wigd nun in Normalenform umgewandelt:
Ein Normalenvektor n von £, gewinnt man mit Hilfe des Vektorprodukts der
beiden Richtungsvektoren:

( ™
| o3l
03
=t -4 157 k)
ﬁ=[5 x{0= —|:2§| ={o=5-o
3 3 20] 4
% ol
\ -4 0 | 3 . 6
Es kann also angesetzt werden: g - |x-]5 =0
4 3

Ix, + 4%y — (18 + 32) =0
EI: 3x;+"lx,3-50=0

2, Losungsmoglichkeit

Wie aus 1b) ("Veranschaulichung') hervorgeht, erhalt man die Vektorform
von E, unmittelbar aus g.:

. 6 -4 0
Eye x = |5 + 7 - 0t + o - |1 (T, a €R) .
8 3 0

Die Umformung zur Normalengleichung kann wie oben oder mit Hilfe einer
Determinantengleichung erfolgen:

Sind ﬁ, v die Richtungsvektoren der Ebenenparametisierung und a der
zugehorige Aufhangepunkt, so gilt:
det (X - ;, ﬁ, v) = 0, bzw. det (ﬁ, G, v) = det (;, ﬁ, v) .

Setzt man hierin die gegebenen Werte ein, so folgt:

X, <4 0 6 -4 @
X2 0 1 = 5 o 1] . Ausrechnen ergibt : Xy + 45 - 50 =0
X 3 0 8 3 0

d) 1) Fat 3%, + 4Xx,- 50 = 0

Aufgrund des Fehlens der x,-Koordinate in obiger Gleichung gilt:
E) |I Xg"AChSe

N 10 -4
ii) h: x = 0/ + u-1 0
5 K|

O R Y. |



2. a)

b)

Da hier x, = 0 erfiillt ist, gilt: h liegt in der X,X;~Ebene ,
Figur 2 gibt den Sachverhalt wieder:

Da jede Gerade von g, die Gerade h schneidet, mu k parallel zu h in der

Ebene E; (durch den Punkt A) verlaufen (vgl, auch 1,b} ("Veranschau-
lichung")}}.
A(6/5/8) , B(10/0/5)

4\

—> 107 (2}
(0 H[s
5 8 -3}
61
[?:—H -0
81

(24 - 25 - 24) =0
25 = 0

—>
AR ist Normalenvektor von E;:

- 5x; - 3x_3 -
- 5Xz - JX3 +

4x,
4x,

h wird mit E, geschnitten, indem man die Komponenten von h in E;
einsetzt:

4010 - 4u) - 50 - 3(5 + 3Ju} + 25 =0
40 — 16u - 15 -« 9u + 25 = O
-25u + 50 = 0 , w =2
-> 10 -4
oc = { 0] + 2-[ 0] R c{2/0/11)
5 3
hCE , ExNh = (C

Der Punkt C liegt also in E, und in E5; er liegt also auf der Schnittge-
raden von E, und E,. Da diese Schnittgerade laut Vorgabe Element der Gera-
denschar ga. ist, muB es ein agéR geben, so daB Cég.o erfiillt ist:

-l

Mit o = -5 {(vgl. 2. Komponente) erhalt man aus der 1, Komponente:
2 = 6 + (-5) (-4ap) .
-4 = 20 ap , ag = -0,2

{(Nachrechnen ergibt, daf mit diesen Werten auch die dritte Komponenten-
gleichung erfiillt ist!)



3., A(6/5/8), B(10/0/5), 0(0/0/0)
Feh: F(10 - 4u/0/5 + 3u)
OABF ist eine dreiseitige Pyramide mit Spitz> 0 und den aufspannenden
Kanten 5. b und f (vgl, Figur 3).

Fir das Volumen V dieser Pyramide gilt (vgl., FS. S, 80);: V = % . !f-(g X 5)’.
f N

|5 8
05
G 10 6 s 25 £, 10-4y
axb-= [5] x ( 0] =) - ilo : - ( 50] : F ¢ h: [fz] = [ 0
8 5 -50 £, 5+3p
'65
10 0

Vs (255010 - dw) - 50-(5 + 3w
B - 125
V=g m 250 v, V== )
Mit V = l%é folgt fuj =1, also M1 = 41,

112:"1-

Setzt man diese Werte in die Geradengleichung von h ein, s0 erhzlt man die
gesuchten Punkte F,, F.:

F,(6/0/8) , Fz(14/0/2).



