Aufg.-Nr.: 12 | Bereich: gebr.-rat. Funktionenschar Kursart: LK

CAS

Funktionenschar

2
X

k—x mitx € R undk e R

Durch f, (x)= N

ist eine Funktionenschar gegeben.

Die nachfolgende Zeichnung zeigt einige Graphen dieser Schar:

15

a) Beschreiben Sie wesentliche Eigenschaften, Unterschiede und Gemeinsamkeiten der

Graphen.
b) Untersuchen Sie, welche Graphen sich im Punkt P(0/-1) schneiden.

c) Zeigen Sie: Es gibt genau einen Graphen, der einen Sattelpunkt hat.

d) Untersuchen Sie, fiir welche Parameter die Graphen Polstellen besitzen.

e) Der Graph von fi (k>0) schlie3t mit dem Graphen von fj eine Fliche ein. Berechnen Sie

den Fliacheninhalt dieser Fliche.

f) A sei der Fliacheninhalt der Fliche, die der Graph von fi (k>0) mit den

Koordinatenachsen im dritten Quadranten einschlief3t.
f1) Berechnen Sie (ndherungsweise) Aos.
f2) Begriinden Sie, dass fiir die Flachen gilt: Ay <0,5.

Zusammengestellt von den Fachdezernenten Mathematik der 5 Bezirksregierungen in NRW
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L Oosung

Hinweis: Der Fall k =0 fuhrt auf die Funktion f,(x) =1- x, dieser Fall wird bis Aufgabenteil d)
nicht berticksichtigt

a)

b)

Gemeinsamkeiten:

i. Alle Graphen haben mindestens eine Nullstelle
ii. Gemeinsame Asymptote

lii. 2 Wendepunkte

iv. gemeinsamer Punkt P(O|-1)

Unterschiede:
keinen oder zwei Extrempunkte

Es gilt vollig unabhangig von k: f, (0) =- 1, d.h. alle Graphen der Schar schneiden sich im Punkt
POl-1).

Man kann sogar zeigen, dass P(0[-1) der einzige Schnittpunkt der Schar ist:

For x* Ound t? k gilt ndmlich:

2 2 )
XK =Xt 00 (- K)(x2 +1) = (< - 1)(x2 +K)
x? +k X% +t

O x*+(t- K)x* - kt=x*+(k- )x* - kt O "(t- K)x* = (k- t)x?

undwegen x Ob t- k=k-tU 2t =2k U t =k Diesist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

_ 2X(x* +K)- (X - k)X 1= 4kx

K XE+K)? T

£ = Ak(x® +K)? - 4kx R(x? + k) @x _ 4k(x? +k) - 16kx> _ - 12kx* + 4k>
k (XZ +k)4 (XZ +k)3 (XZ +k)3
v o= 28kx (X% +K)? - (- 12kx? + 4k *) Bx(x 2 + k) * X
f (X)= 2 6
(x* +k)
_ - 24kx X(x* +Kk) - 6x(- 12kx* +4k*) _ 48kx" - 48k*x
(X2+k)4 (X2+k)4

Wendestellen:

notwendige Bedingung: f, (x) =0U -12kx? +4k®> =00 4xk(-3x*+k)=0

k 3k

Wegen k1 O (vergleiche Hinweis am Anfang), folgt x, = 3° 3 und X,

ED
3

hinreichende Bedingung: f, (x)=0 und f_(x)* O
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FUr einen Sattel punkt muss zusétzlich geltenfk(g‘i @i: 0, aso
@
& o} & o) & o) 5
ke ¥X2 4k i@: 4k i@:-%‘ﬁkg
o—fa%mg— 3 5 1= 35 .. 3458 g
T k@ = 2 - 2 2
3 & g 0 a0 a6
é%i_i- 3k9 KT Q§k+ g§k+
gé 3 5 = e %) e a
e 2
. & o) 5 & o) 5
0 0=aoE KO @0 BVKO @6y Ay 16
3 5€3 o 3 563 g
= kB J3- 28
e 1)

Wegen k 1 Ofolgti«/—-g\/E:OU %«/E:i’\/é

Fur den Fall Minus gibt es keine Losung, fur denFall Plus gilt: %k =30 k =i—;

Nur fur k = % gilt f, (x) =0, deshalb hat nur dieser Graph der Schar einen Sattel punkt.

d) X2 - k
fk(x) - X2 + k

- X

x?+k=0U x? =-k, fir negative k haben die Graphen Polstellen
e) Berechnung der Schnittstellen fur k >0

2_ R 2_
X k_XU 1:x2 k

- U x®2+k=x*-kU k=0
x“+k X +k

f,(x)=f.(x) U 1- x=

Es gibt also keine Schnittstellen.
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f)

ax?-k 0. “ee-2k g

b
‘f X) - f,(X))dx =¢ - 1odx = “dx =
1 aeb
=-2k dx—-ZxJ—arctan |b—-2J— arctan —+- arctan
XO 2 2x o0 g«/_ g g e«/_zz
T k&L + 9—;
S &Jkg

Fir a® +¥ und b® - ¥ ergibt sich fir das Integral der Wert - 2p /K

Unendliche Flache mit dem endlichen Fl&cheninhalt A, = 2p [k

Betrachtet man statt der Funktion f,(X) die Funktion g(x) = - x, so erhélt man die Schnittstellen

a:-«/F und b:«/F

K 2 /K ) JR
0 Ko=) oF- -2 O=|x- 2k g dx
X +k ke X +kg K &eX 020
k>§1+g——
& evkoj
=|x- 2k ><arctan€ej_o |«/_ 2k arctan(1) - (- vk - 24/k arctan(- 1))|
:‘2&- p«/ﬂ:‘(Z- p)k|» |- 114x/k] =114xJk
f1) f,.(X) = i-x:OU x?- 05- x*- 05x=0U -2x®+2x*- x-1=0
0,5 +05

Mit Hilfe eines Computer- Algebra- Systems erh@lt man ndherungsweise die Nullstelle

X, » -0,4406

Aos =

x O 1
X- 2\/_ Wdané \/__ S |00,4406

0 2 O 5 ng B
-0 4406gx +05 g 54
=|- 0,2504 =0,2504 FE
f2) Die Fléchen liegen ale im Dreieck A(0|0) ; B(-1|0) (vgl. Nullstelle) und C(0F1) (vgl. Teil b).

Esgilt also die Abschétzung A, £%>§_><l:%
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