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Vorwort

Sehr geehrte Kolleginnen und Kollegen,

mit der Verordnung zur Anderung der Ausbildungs- und Priifungsordnung fur die Klassen 1 bis 10 der
allgemeinbildenden Schulen wird das Uberpriifungsverfahren am Ende der Klasse 10 der Gymnasien neu
geregelt. In § 80 der Verordnung heif3t es u.a.: ,,In der Klasse 10 dient die letzte Klassenarbeit in den Fa-
chern Deutsch, Mathematik, erste und zweite Fremdsprache der Uberpriifung, ob die Ziele der pidagogi-
schen Arbeit entsprechend den iiberregionalen Standards und den Anforderungen der Bildungsplédne er-
reicht wurden.“ Die Aufgaben fiir die schriftliche Uberpriifung werden durch die zustindige Behdrde
zentral erstellt. Sie orientieren sich an {iberregionalen Standards und den Anforderungen der Bildungspla-
ne fiir das Gymnasium.

Jeweils vor Beginn der Klasse 10 werden von der Behdrde fiir Bildung und Sport die Inhalte veroffent-
licht, die fiir die schriftliche Uberpriifung relevant sind.

In der vorliegenden Handreichung werden Beispielaufgaben vorgestellt, wie sie fiir die schriftlichen
Uberpriifungen in den 10. Klassen der Gymnasien im Jahr 2007 und den folgenden Jahren formuliert
werden. Die hier vorgelegten Aufgabenbeispiele korrespondieren mit den in den Bildungsstandards Ma-
thematik fiir den Mittleren Abschluss der KMK geforderten Kompetenzen, Anforderungen und Aufga-
benformaten; zum Teil sind auch Aufgabenbeispiele aus diesen Bildungsstandards iibernommen worden.

Die Aufgabenstellungen beriicksichtigen die in den Rahmenpldnen Mathematik fiir die Sekundarstufe I
des Gymnasiums sowie die in den Bildungsstandards der KMK fiir den Mittleren Abschluss formulierten
Leitideen und Anforderungen. Dem Geist der Rahmenpléne folgend orientieren sie sich an den zentralen
Ideen (Leitideen), die die Inhalte verschiedener mathematischer Sachgebiete vereinigen und das mathe-
matische Curriculum spiralféormig durchziehen.

Zu jeder Aufgabe werden die erwartete Schiilerleistung beschrieben sowie Vorschlédge fiir eine Punkte-
verteilung in den drei Anforderungsbereichen gegeben. Die Aufgaben enthalten verbindlich definierte
Arbeitsauftrige. Durch den Bewertungsschliissel werden u.a. die Voraussetzungen fiir eine ,,gute* und fiir
eine ,,ausreichende* Gesamtleistung beschrieben. Diese Definitionen dienen dem Ziel, mehr Verbindlich-
keit und Vergleichbarkeit zu schaffen.

In der Hoffnung, dass die vorliegende Handreichung hilfreich fiir IThre Unterrichtsarbeit ist, wiinsche ich
Ihnen und Thren Schiilerinnen und Schiilern eine erfolgreiche Vorbereitung auf die schriftliche Uberprii-
fung Mathematik in den 10. Klassen.

Den Mitgliedern der Arbeitsgruppe, die diese Handreichung erstellt haben, mdchte ich sehr herzlich fiir
die geleistete intensive und zeitaufwendige Arbeit danken.

Werner Renz



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

1 Liste der Arbeitsauftrage

Mehr noch als bei dezentralen Aufgaben, die immer im Kontext gemeinsamer Erfahrungen der Lehrenden
und Lernenden mit vorherigen Klassenarbeiten stehen, miissen zentrale Priifungsaufgaben fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler eindeutig hinsichtlich des Arbeitsauftrages und der erwarteten Leistung formuliert
sein. Die in den zentralen schriftlichen Priifungsaufgaben verwendeten Operatoren (Arbeitsauftriage) wer-
den in der folgenden Tabelle definiert und inhaltlich gefiillt. Entsprechende Formulierungen in den vor-
ausgehenden Klassenarbeiten sind ein wichtiger Teil der Vorbereitung auf den Realschulabschluss.

Neben Definitionen und Beispielen enthélt die Tabelle auch Zuordnungen zu den Anforderungsbereichen
[, I und Ill, wobei die konkrete Zuordnung auch vom Kontext der Aufgabenstellung abhidngen kann und
eine scharfe Trennung der Anforderungsbereiche nicht immer moglich ist.

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Dieses Niveau umfasst die Wiedergabe und direkte Anwendung von grundlegenden Begriffen, Sitzen
und Verfahren in einem abgegrenzten Gebiet und einem wiederholenden Zusammenhang.
Anforderungsbereich Il: Zusammenhéange herstellen

Dieses Niveau umfasst das Bearbeiten bekannter Sachverhalte, indem Kenntnisse, Fertigkeiten und Fa-
higkeiten verkniipft werden, die in der Auseinandersetzung mit Mathematik auf verschiedenen Gebieten
erworben wurden.

Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern und Reflektieren

Dieses Niveau umfasst das Bearbeiten komplexer Gegebenheiten u.a. mit dem Ziel, zu eigenen Problem-
formulierungen, Losungen, Begriindungen, Folgerungen, Interpretationen oder Wertungen zu gelangen.

Arbeitsauftrage | Definitionen Beispiele
Angeben, Formulierung eines Sachverhaltes, Aufzih- | Gib an, wofiir die Variable m in der Ge-
nennen len von Fakten etc. ohne Begriindung und | radengleichung y = mx + b steht.

i ohne Losungsweg. Nenne ein Beispiel, in dem lineare Funk-

tionen in der Realitit auftreten.

Auseinander- | Kreativer Prozess, mindestens auf dem Setze dich mit den AuBerungen der
setzen Anforderungsniveau II. Schiilerinnen und Schiiler auseinander.
-1 (z.B.: Aufgabe 11, Bildungsstandards)
Auswahlen Ohne Begriindung aus mehreren Angeboten | Wihle ohne Hilfe des Taschenrechners
I-11 eines auswihlen diejenige Zahl aus, die dem Wert von

V199 am ndchsten kommt.

Begriinden Fiir einen angegebenen Sachverhalt einen | Begriinde, warum der abgebildete Graph
-1 Begriindungszusammenhang herstellen. die Situation nicht richtig beschreibt.
Begriinde, warum eine quadratische
Gleichung hochstens zwei Losungen hat.

Berechnen Ergebnis von einem Ansatz ausgehend Berechne ohne Benutzung des Taschen-
I-11 durch nachvollziehbare Rechenoperationen |rechners den Wert des Ausdrucks
gewinnen. 2%+ 3%
Die Wahl der Mittel kann eingeschrénkt
sein.
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Arbeitsauftrage

Definitionen

Beispiele

Beschreiben
-1

Darstellung eines Sachverhalts oder Ver-
fahrens in Textform unter Verwendung der
Fachsprache. Es sollten hierbei vollstdndige
Satze gebildet werden; hier sind auch Ein-
schrankungen moglich (Beschreiben Sie in
Stichworten).

Beschreibe, wie sich A dndert, wenn X
grofer wird.

Beschreibe, wie man den Flacheninhalt
dieser Figur bestimmen kann.

Bestimmen Darstellung des Losungsweges und Formu- | Bestimme die Losung der Gleichung
-1 lierung des Ergebnisses. Die Wahl der Mit- | \/x 4+ x =12.
tel kann frei, unter Umsténden auch einge-
schrinkt sein. Bestimme die Losung der Gleichung
3x — 5 =5x+ 3 durch Aquivalenzum-
formungen.
Bestimme grafisch den Schnittpunkt.
Beurteilen Zu einem Sachverhalt ein selbststdndiges | Beurteile, welche der beiden vorgeschla-

Urteil unter Verwendung von Fachwissen
und Fachmethoden formulieren.

genen Funktionen das urspriingliche
Problem besser darstellt.

Beurteile die Diskussion von Yildiz und
Sven.

Entscheiden
-1

Bei Alternativen sich begriindet und ein-
deutig auf eine Moglichkeit festlegen.

Entscheide, mit welchen der vorgeschla-
genen Formeln man das Volumen des
abgebildeten Korpers berechnen kann.

Entscheide, welcher Graph zu welcher
Funktionsgleichung gehort.

Erstellen
-1l

Einen Sachverhalt in tibersichtlicher, meist
fachlich tiblicher oder vorgegebener Form
darstellen.

Erstelle eine Wertetabelle fiir die Funk-
tion.

Erstelle eine Planfigur.

Interpretieren
-1

Die Ergebnisse einer mathematischen
Uberlegung riickiibersetzen auf das ur-
spriingliche Problem.

Interpretiere: Was bedeutet deine
Losung fiir die urspriingliche Frage?

Interpretiere die Bedeutung der
Variablen d vor dem Hintergrund des
Problems.

Konstruieren
-1

Anfertigung einer genauen Zeichnung,
wobei die einzelnen Handlungsschritte
einem mathematischen Konzept folgen,
was in der Zeichnung erkennbar ist.
Hilfsmittel werden benannt, miissen aber

gegebenenfalls nicht alle verwendet wer-
den.

Konstruiere mit Hilfe von Zirkel und
Lineal die Mittelsenkrechte der Strecke

AB.
Konstruiere mit Hilfe des Geodreiecks

ein Dreieck ABC mit = 25°,¢c=4 cm,
h.=1,5cm.

Skizzieren Grafische Darstellung der wesentlichen Skizziere den Verlauf des Graphen.
-l Elgensc'haften"en-les Objektes, auch Frei- | g1i iere die Figur, die im Text be-
handskizze mdoglich. ; )
schrieben wird.
Vergleichen Nach vorgegeben oder selbst gewéhlten Vergleiche Umfang und Fldcheninhalt

Gesichtspunkten Gemeinsamkeiten, Ahn-
lichkeiten und Unterschiede ermitteln und
darstellen.

der drei Figuren.




Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

Arbeitsauftrage | Definitionen Beispiele
Zeichnen Sorgfiltige Anfertigung einer grafischen Zeichne den Graphen der Funktion.
-l Darstellung.
Zeigen, Eine Aussage, einen Sachverhalt nach giil- | Zeige, dass das betrachtete Viereck ein
nachweisen tigen Schlussregeln, Berechnungen, Herlei- | Drachenviereck ist.
I tungen oder logischen Begriindungen besta-
tigen.
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2 Aufgaben

Die folgenden Aufgabenbeispiele fiir zentrale Vergleichsarbeiten in den 10. Klassen der Gymnasien im
Fach Mathematik werden in zwei Aufgabenformaten vorgestellt: Aufgaben, die ohne den Einsatz des
Taschenrechners bearbeitet werden sollen, und Aufgaben, zu deren Losung der Einsatz des Taschenrech-
ners vorgesehen ist.

Die reine Arbeitszeit betrdgt 135 Minuten (3 Unterrichtsstunden), es sind insgesamt 100 Punkte zu errei-
chen.

Der Aufgabenteil I (Bearbeitung ohne Taschenrechner) ist in 45 Minuten, einem Drittel der zur Verfi-
gung stehenden Arbeitszeit, zu bearbeiten. Dementsprechend wird ihm etwa ein Drittel der Gesamtpunkt-
zahl zugeordnet (34 von 100 Punkten).

Fiir den zweiten Aufgabenteil II, der aus 3 Priifungsaufgaben besteht und bei dem der Einsatz des Ta-
schenrechners vorgesehen ist, stehen danach zwei von drei Unterrichtsstunden, also insgesamt 90 Minu-
ten (30 Minuten pro Aufgabenteil) zur Verfiigung. Dementsprechend werden ihm etwa zwei Drittel der
Gesamtpunktzahl zugeordnet (3-mal jeweils 22 Punkte = 66 Punkte).

Die Aufgabenbeispiele enthalten neben der Aufgabenstellung den Erwartungshorizont (die erwartete
Schiilerleistung) und Vorschlage fiir eine mogliche Bewertung.

Fiir die Bewertung der Gesamtleistung der schriftlichen Priifung gilt die folgende Zuordnungstabelle:

Erreichte Gesamtpunktzahl Bewertung

> 95 Punkte 1+

> 90 Punkte 1

> 85 Punkte 1-

> 80 Punkte 2+

> 75 Punkte 2
> 70 Punkte 2—

> 65 Punkte 3+

> 60 Punkte 3

> 55 Punkte 3-

> 50 Punkte 4+

> 45 Punkte . S
> 40 Punkte 4—

> 33 Punkte 5+

> 26 Punkte 5

> 20 Punkte 5—

< 20 Punkte 6

Bewertungskriterien fur die Noten ,, gut* und ,ausreichend*

Die Note ,,gut” (,,2°) kann nur erteilt werden, wenn mindestens 75 % der erreichbaren Gesamtleistung
erbracht wurden.

Die Note ,,ausreichend” (,,4) kann nur erteilt werden, wenn mindestens 45 % der erreichbaren Gesamt-
leistung erbracht wurden.
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2.1 Aufgaben, die ohne Einsatz des Taschenrechners bearbeitet werden

2.1.1 Beispiel fur eine Aufgabe im Teil 1

1. Notiere jeweils den Buchstaben der korrekten Losung in der letzten Spalte: Lésung S.74
Aufgabe a b c d L6s.
a) | 0,0045-2000=... 0,9 0,09 9 90
b) | 225min=..h 3,5 2,25 3,75 3,45
c 4
) —m=..cm 80 125 60 75
d| 5
Py = 75 % 40 % 62,5 % 67,5 %
e) | 2-x)-B+4x)=... 6+4x—4x* |4 +5x+6 | 6-11x—4 | 4 —5x+6
f)
Vv
w
u=W2+w? | VEW-U L W= | u=W W
u
Welche Gleichung gilt?
g) | Von vier Gefdllen wird der
Rauminhalt bestlmmt.. In 401 0.4 e 400 em’ 4 dm’
welches passt am meisten
hinein?
h) | Addiert man zu einer Zahl
23,soerhéltman81. 6l 5g 5l 5l
3 6 3 3 6 2
Wie heif3t die Zahl?
| V12
—= 3 4 8 9
V8
)| 2"=128, n=.. 5 6 7 8
k) | Um welchen Faktor dndert
sich das Volumen eines ) 4 6 3

Wiirfels, wenn man alle
Seitenlédngen verdoppelt?
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Aufgabe

Los.

D

Der Winkel a hat die
GroBe 135°. Welcher
prozentuale Anteil der
Kreisfliche wird durch
den Kreissektor
beschrieben?

25%

37,5%

45%

Zu welchem der angege-
benen Terme passt der
folgende Text?
Multipliziere die Summe
aus dem 5-fachen einer
Zahl und der Hélfte der
Zahl mit 9 und subtrahiere
die Zahl.

9-(5x+5j—x
2

X
9.5x)==—
(9-5%)-% x

9-(5x+5—xj
2

In einer Startbox stehen
fiinf Rennpferde nebenein-
ander. Wie viele Moglich-
keiten der Anordnung gibt
es?

20

32

60

120

Vier Schiilerinnen arbeiten
paarweise zusammen, wie
viele unterschiedliche
Paare sind moglich?

p)

Der Preis eines Pullovers
1st um 40% reduziert wor-
den. Er kostet jetzt 42€.
Wie teuer war er vor der
Preisreduzierung?

25,20 €

58,80 €

70 €

105 €

10
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2. Gleichungen

Gib jeweils die Losungsmenge der folgenden Gleichungen an:

a) x-(x-2)-(2x+3)=0 b) x> —6x=-5
c) §=x+2 d) x—lzi
X 16 4

3. Potenzen: Sehr groR und sehr klein

a) Nachfolgend siehst du einige sehr groBe bzw. sehr kleine Entfernungen. Trage sie in Zehnerpotenz-
schreibweise mit einer Ziffer vor dem Komma (wissenschaftliche Schreibweise) in die Tabelle ein.

Entfernung Wissenschaftliche Schreibweise
Entfernung Erde-Mond 384 000 km
Atomdurchmesser 110 m
10
Mittlere Entfernung Sonne-Jupiter 778,3 Millionen km
Entfernung, die das Licht in einem oo .
Jahr zuriicklegt (1 Lichtjahr) 9 Billionen 461 Milliarden km

b) Der Durchmesser eines Atomkerns betrigt 10~ m. Wie viele Atomkerne muss man nebeneinander
1 . D .
legen, um den Atomdurchmesser von " m zu erhalten? Gib das Ergebnis in wissenschaftlicher

Schreibweise an.

¢) Ermittle anhand des Ergebnisses in a) durch eine grobe Uberschlagsrechnung, welche Entfernung das
Licht in einer Woche zuriicklegt, und gib das Ergebnis in wissenschaftlicher Schreibweise an.

4. Flachenbestimmung <«

a
Bestimme einen Term fiir den Flicheninhalt der I

grau markierten Figur in Abhéngigkeit von a und / \
vereinfache ihn so weit wie mdglich. / \

11
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4. Fuligraphen

Die beiden vorgegebenen Graphen beschreiben den Zusammenhang zwischen dem Volumen und der
Hohe des Fliissigkeitsstands in GefdBen. Skizziere zu jedem Graphen eine Geféliform, fiir die der vorge-
gebene Verlauf zutreffen konnte.

A

Fallhéhe h
Fallhéhe h

»
>

»
>

Volumen V Volumen V

Mogliche Gefiliform Mogliche Gefilliform
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2.1.2 Weitere Beispiele fiur Teilaufgaben zum Teil 1

1. Teilbarkeit Lésung S. 76

7,8,9und 110, 111, 112 sind Beispiele fiir Folgen mit drei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen.

Entscheide, ob die Behauptungen a), b), ¢) flir alle denkbaren solcher Folgen jeweils wahr oder falsch
sind:

a) In jeder solchen Folge gibt es eine Zahl, die durch 3 teilbar ist.
b) Das Produkt aller Zahlen einer solchen Folge ist durch 6 teilbar.
c) Das Produkt aller Zahlen einer solchen Folge ist durch 4 teilbar.

2. Druckerei Losung S. 76
Eine Druckerei druckt unter anderem auch Postkarten und berechnet die Kosten fiir das Drucken von
Postkarten mit der folgenden Formel:

20000
n

+6.

Dabei ist n die Anzahl der zu druckenden Postkarten, K die Kosten pro Postkarte in Cent.

a) Die Firma erhilt einen Druckauftrag fiir (genau) 5 000 Postkarten. Berechne den Preis einer Postkarte
nach der angegebenen Formel.

b) Beschreibe, wie sich die Druckkosten fiir eine Karte &ndern, wenn die Druckauflage steigt, also mehr
Karten gedruckt werden.

c) Entscheide, ob eine Postkarte 6 Cent kosten kann, wenn obige Formel als Berechnungsgrundlage
verwendet wird. Begriinde deine Antwort.

d) Interpretiere, welche Bedeutung in der angegebenen Formel die 6 (Cent) haben kénnten.

3. Benzinverbrauch L6sung S.77

Der Graph zeigt die Tankfiillung Benzinmenge
eines (extrem wenig verbrauchenden) | im Tank (in 1)

Pkws wihrend einer Autobahnfahrt A

an. 60—

a) Gib an, wie viele Liter Benzin 0
beim ersten Tankstopp (nach 100 >
km) gekauft wurden. 40

b) Gib den Benzinverbrauch pro 100
km an, und zwar zwischen dem 30 -
ersten und zweiten Tankstopp.

c) Auf welcher Teilstrecke ist der 20
Benzinverbrauch pro 100 km am
grofiten? 10 ‘\

Begriinde ohne Rechnung mit
Hilfe des Graphen.

»
>

I T T T T I | gefahrene Strecke
100 200 300 400 500 600 700  (inkm)

d) Berechne den Benzinverbrauch

pro 100 km fiir die Gesamtstrecke.

13



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

4, Formel 1

Die Rennstrecke eines Formel-1-
Rennens ist normalerweise nicht so
einfach wie nebenstehende Skizze, doch
die Skizze gibt das Prinzip wieder.

Zeichne einen Graphen, der die
Geschwindigkeit eines Rennwagens in
der ersten Runde in Abhéngigkeit von
der Zeit zeigt und begriinde den Verlauf
deines Graphen.

Losung S. 77

Start/Ziel

M 1

>

(Seschwindigkesit

Zeit

14
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5. Fullgraphen 1 L6sung S. 78

Nachstehend folgen einige Graphen, die einen Zusammenhang zwischen dem Volumen und der Hohe des
Fliissigkeitsstands in Gefédfen beschreiben.

Nenne zu jedem Gefal3 (a), (b), (¢), (d) einen der Graphen (A), (B), (C), (D), (E), (F), der den Zusammen-
hang zwischen Volumen und Hohe des Fliissigkeitsspiegels am besten beschreibt.

Begriinde deine Entscheidung jeweils kurz.

A B C
Héhe Héhe Hohe
- il —. B
Wolurmen Wolurmen Volumen
D rs Iir 'y 11 +
Héhe Hihe Héhe
Violumen Volumen Wolumen

Und das sind die Gef#B3e, die bis zum Rand gefiillt werden sollen:

(a) (b) (c) (d)

Ein Messbecher Eine Vase Eine Flasche Ein Parfumflakon

Gefaly Zugehoriger Graph Begriindung

a) Messbecher

b) Vase

c) Flasche

d) Flakon

15
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6. Fullgraphen 2 Losung S. 78

Jeder der abgebildeten Behélter wird gleichméBig mit der gleichen Wassermenge pro Zeiteinheit gefiillt.

BT B B3 B4 B5

Die folgenden Fiillgraphen geben die Hohe h des Wasserstandes in Abhingigkeit von der Offnungszeit t
der Wasserleitungen an.

t | 4 I Al A \Y;
£ g £
° ° S £
£ £ c °
@ g @ e s 1 c
o) ! 0 1 % E
I ' T . T g
M 1 - 1 1 L i 1 £ -
1 1 o 1 1 o 1 T e -
Zeit in min Zeit in min Zeit in min
A A A
V Vi
£ (S =
° , ° , °
.E .................. E ........ |- - .E e
2 .- 2
o) i 0 ) o)
T L I DiagrammzuBs: T 1
1 1 \: [ ~ [ 1 L
T T el T - T T >

Zeit in min Zeitin min Zeit in min

a) Bestimme, welches Diagramm zu welchem der Behélter By, B, B; bzw. B4 gehort.
Schreibe die Behilternamen an die zugehorigen Diagramme.

b) Zeichne das entsprechende Diagramm, das die Fiillhohe des Behélters Bs in Abhédngigkeit von der
Fiillzeit beschreibt.

16
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7. Kegel, Kugel, Zylinder

Bereits Archimedes erkannte, dass die Volumina
von Kegel, Kugel und Zylinder bei gleichem Ra-
dius und gleicher Hohe in einem ganzzahligen
Verhiltnis stehen. Er fand das Ergebnis so schon,
dass er die Figur auf seinem Grabstein haben woll-
te.

Berechne die Verhiltnisse der Volumina.

8. Radrennfahrer

Losung S. 79

r

Losung S. 80

Ein Radrennfahrer ist schon einige Zeit unterwegs und fahrt dann {iber einen Berg.

Skizziere den Geschwindigkeitsverlauf in Abhéangigkeit von der Horizontalentfernung s und begriinde.

. Hoéhe h

~

/|

N .

Geschwindigkeit v

Horizontalentfernung s

>
Horizontalentfernung s
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9. Der goldene Schnitt Lésung S. 80

Zwei Strecken stehen im goldenen Schnitt zueinander, wenn sich
die kiirzere Strecke (@) zur ldngeren Strecke (b) so verhélt, wie
die langere Strecke (b) zur Summe der Strecken (a + b), d.h. fiir
die Strecken a und b gilt die Gleichung

a_ b a
b a+b
Dieser goldene Schnitt findet vielfache Anwendungen, z. B. bei

der Gestaltung von Gebduden und Gegensténden, von Biichern b
usw., da diese dann als besonders &sthetisch empfunden werden.

a) Begriinde, dass die Gleichung a* + ab = b* zur obigen Gleichung dquivalent ist.
b) Zeige, dass sich bei gegebenem b eine Losung fiir a durch

a= g(—l +/5 ) bestimmen lasst.

10. Geblase Lésung S. 81

dem Loslassen einen der moglichen Wege gehen.
Die Chance, nach rechts oder links abgelenkt zu
werden, betrédgt jeweils 50 %.

Durch ein Geblése kann dies gedndert werden:
Dann wird eine Kugel in acht von zehn Fallen
nach rechts abgelenkt.

In der Anordnung rechts kann eine Kugel nach \‘

'/

a) Gib an, wie viele verschiedene Wege die
Kugel durchlaufen kann, um in das Fach B
zu gelangen.

b) Ermittle die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei abgeschaltetem Geblése eine Kugel in ein Fach mit
dem Namen E fillt.

Jetzt wird das Geblidse eingeschaltet.

c) Es werden nacheinander 10 000 Kugeln fallen gelassen.
Ermittle die Anzahl der Kugeln, die man im Fach N erwarten kann.

d) Gib einen Zahlenterm fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Kugel in das Fach B fillt.
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11. Geraden Ldsung S. 81
y
5
J f
4
\
1
\
X
-5 -4 -3 ~2 -1 2 3 4 5
\
-1 h
\
. k
-4
-5

In der Abbildung siehst du die Graphen verschiedener Funktionen.
a) Gib jeweils die zugehorige Funktionsgleichung an:

fx) =

9(x) =

h(x) =

k(x) =

b) Zeichne eine Parallele zur y-Achse in das Koordinatensystem ein und gib die zugehorige Gleichung
an.

c) Entscheide, ob es sich bei der Geraden unter b) um den Graphen einer Funktion handelt.
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12. Graphen zuordnen Losung S. 81

Gib an, welcher der aufgefiihrten Funktionsterme jeweils zu den Graphen A bis K gehort.

A ’ B ’ C
A
iy
Ll
A i
/ \ ]
/ \ 1l
D \ E \l / F
] |
- R \ |/ /
\ /
il /
1
1
/-
G | ,[ B\ K
|
\\ /
| = AWANANANAWANA
’\\ // \ViVALY RVALVARVARY
v/
Funktionsterm ) 3x% —4x-3 2% —%Xz +2x-1| (x-2) X' -3
Zugeh. Graph
Funktionsterm xt =3 xS —4 1 +3 iz b _iz +3
X X X+4 X
Zugeh. Graph
Funktionsterm 2 (%)X (%)x +1 sin X sin4X cos X
Zugeh. Graph
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13. Besondere Werte der trigonometrischen Funktionen Lésung S. 82
Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck.

a) Begriinde, dass die angegebenen
WinkelgroBen korrekt sind.

b) Zeige mit Hilfe des Dreiecks:
e sin30°=

e sin60°=

¢) Begriinde, fiir welchen Winkel « \
°

60°
(0°<a<90°) gilt:

1
cosa = —.

14. Wirfel und Minze Lésung S. 82

Es wird ein Wiirfel mit nebenstehendem Netz
einmal gewlirfelt. 2
AnschlieBend wird eine Miinze (Wappen oder
Zahl) so oft geworfen, wie der Wiirfel anzeigt.

Zeichne ein Baumdiagramm und bestimme die 1
Wabhrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

e genau einmal Zahl 2 O 2

e mindestens einmal Zahl

e keinmal Wappen 1

15. Martins Glucksspiel Lésung S. 83

Martin hat fiir seine Freunde ein Gliicksspiel vor- i 3 o
bereitet und dazu einen Wiirfel und drei mit Béllen :
gefillte Vasen mitgebracht (siche Abbildung).

Er vereinbart folgende Regeln: , 4 ' - i‘)l |

Erst muss man wiirfeln, anschlieBend zieht man : Q i* . ‘ - 4’,
eine Kugel aus einer der Vasen. Bei einer Eins | . a , ‘ Q b Q
zieht man aus Vase 1, bei einer geraden Augenzahl — — = A

aus Vase 2, sonst aus Vase 3.

Gewonnen hat man, wenn man eine dunkle Kugel
zieht.

Er verlangt 1 € Spieleinsatz und zahlt bei Gewinn
den Einsatz und 1 € extra zuriick.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, zundchst eine Eins zu wiirfeln, dann eine helle Kugel zu ziehen.

b) Entscheide, ob Martin auf lange Sicht bei seinem Gliicksspiel Gewinn macht.

21



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

2.2 Aufgaben, die mit Hilfe des Taschenrechners bearbeitet werden

Idee der Zahl und des Messens

1. DIN-Formate

In dieser Aufgabe geht es um die vom Deutschen
Institut fiir Normung (DIN) festgelegten Papier-
formate der Reihe A.

Wie die Formate miteinander zusammenhingen,
zeigt die nebenstehende Abbildung. Das grofite
Rechteck stellt das Format A2 dar.

a) Eine DIN-A3-Seite soll mit einem Fotokopierer
auf DIN-A6-Format verkleinert werden.
Gib an, welchem Fldachenverhéltnis das ent-
spricht und begriinde deine Angabe.

b) Eine Vorlage im Format DIN-AS soll mit einem
Fotokopierer auf den vierfachen Flacheninhalt
vergroflert werden.

Gib an, welchem DIN-Format die Vergrofie-
rung entspricht.

Ldsung S. 84

A3

aAd

Ah

LG

AG

c) Das groBte Blatt der Reihe A hat das Format DIN-AO. Es soll auf DIN-A6-GroBe gefaltet werden.

Berechne, wie viele Lagen Papier am Ende iibereinander liegen.

d) Die Kantenléngen jedes DIN-A-Blattes verhalten sich zueinander wie V2 : 1. Ein DIN-A0-Blatt hat

eine Fliche von 1 m?.

Berechne die Seitenlédngen eines DIN-AO0- und eines DIN-A4-Blattes in mm.

e) Ein DIN-A3-Blatt soll mit einem Fotokopierer auf DIN-A4-Format verkleinert werden. Berechne, auf

wie viel Prozent die Anzeige des Fotokopierers eingestellt werden muss.
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Idee der Zahl und des Messens

2. Autokauf Losung S. 85

Beim Kauf eines Autos stellt sich oft die Frage, ob man ein Fahrzeug mit einem Benzin- oder mit einem
Dieselmotor kaufen soll.

Schaut man sich die Kosten an, die in einem Jahr entstehen, so kann das eine Hilfe bei der Auswahl zwi-
schen einem Benzin- oder Dieselmotor sein.

Eine Autozeitschrift gibt fiir einen bestimmten Autotyp folgende Zahlen an:

Auto mit Dieselmotor

2770,80 €

Auto mit Benzinmotor

2291,40 €

jéhrliche Festkosten*)

durchschnittlicher Kraft-

stoffverbrauch auf 100 km 6,8 Liter

5,3 Liter

*) Festkosten sind z. B. Steuer, Versicherung, Olwechsel, Reparaturen

a) Im November 2004 kostete 1 Liter Benzin 1,19 € und ein Liter Diesel 1,05 €.
Fiille die folgende Tabelle aus.

cp 1 Benzinmotor: —Benzmmotor: Dieselmotor: —Dleselmotor:
jahrlich gefah- hrliche Kraft- jéhrliche Gesamtkos- Shrliche Kraft jahrliche Gesamtkos-
rene Strecke J stoffkosten ten (Kraftstoffkosten ] stoffkosten ten (Kraftstoftkosten +
+ Festkosten) Festkosten)
10 000 km
20 000 km
30 000 km

b) Berechne, wie viel Geld beim Vergleich der Gesamtkosten bei einer jahrlichen Fahrleistung von
30 000 km mit einem Dieselauto pro Jahr gespart werden kann.

c) Berechne, ab welcher jahrlichen Fahrleistung ein Dieselfahrzeug niedrigere Gesamtkosten hat als ein
Benzinfahrzeug.

d) Ein Neuwagen mit Benzinmotor kostet 17 275 €, ein Neuwagen mit Dieselmotor ist teurer und kostet
18 350 €.
Herr Timm will sich einen neuen Dieselwagen kaufen. Pro Jahr fahrt er durchschnittlich 30 000 km.
Berechne, nach wie vielen Jahren Herr Timm die Mehrkosten ungefahr ausgeglichen hat.

e) Bei solchen Wirtschaftlichkeitsberechnungen spielt weiterhin der Wiederverkauf eine entscheidende
Rolle, denn iiblicherweise gibt man beim Kauf eines neuen Autos ein gebrauchtes in Zahlung.
Bei den hier betrachteten Autos kann man davon ausgehen, dass beim Verkauf nach drei Jahren der
Wagen mit Benzinmotor 9 700 € bringt, der Dieselwagen 10 400 €.
Beschreibe, wie dies die Uberlegungen von d) éndert und zu welchen Ergebnissen Herr Timm kommt,
wenn er den Wiederverkauf mit einbezieht.

f) Herr Timm hat vor genau drei Jahren 12 000 € auf ein Konto mit einem Zinssatz von 2,7 % eingezahlt.
Bestimme, wie viel Geld Herr Timm noch dazulegen muss, um sich jetzt einen neuen Dieselwagen
kaufen zu konnen. Er gibt iibrigens kein gebrauchtes Auto in Zahlung.
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Idee der Zahl und des Messens

3. Computergrafik

Man kann mit einfachen (mathematischen) Mitteln faszinie-
rende grafische Effekte erzielen.

In der nebenstehenden Figur wurde ein Quadrat 36-mal
jeweils um einen festen Winkel o — hier 5° — weitergedreht,
und die Seite wurde immer um denselben Faktor so ver-
kiirzt, dass das gedrehte Quadrat gerade in das vorherige
hineinpasst.

a) Wenn o = 45°, sind die Verhiltnisse noch sehr {iber-
sichtlich: Das Anfangsquadrat habe die Seitenlinge
s=2m.

e Bestimme die Seitenldngen der Quadrate nach der
ersten und nach der zweiten Drehung, also die Sei-
tenldngen der beiden inneren Quadrate.

Es ist:
Neue Seitenldnge = Verkleinerungsfaktor f - vorherige Seitenldnge

e Begriinde, dass der Verkleinerungsfaktor f bei

beiden Drehungen den Wert ﬁ hat.
2
Nun sei die WinkelgroBe von a nicht mehr 45°, sondern
beliebig. s sei die Seitenlinge des Ausgangsquadrates.

b) Gesucht ist die neue Seitenldnge X.
Man erkennt: s=a+b.

¢ Begriinde damit folgenden Zusammenhang;:
s=X-(sina+cosa).

¢ Bestimme die nach X umgeformte Gleichung und gib
den Verkleinerungsfaktor f an.

Sei o nun 5° wie in der ersten Grafik oben rechts.

e Bestimme den Verkleinerungsfaktor f fiir o = 5° und
zeige, dass f ~0,923.

Die Ausgangsseite S habe wieder eine Lange von 2 m.

e Bestimme den Flacheninhalt des 36. gedrehten
Quadrats (fiir o = 5°).
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Um noch interessantere Effekte zu erzielen,
kann man statt eines Quadrates ein regelma-
Biges Vieleck entsprechend drehen und ver-
kleinern. Dies soll jetzt mit einem regelmi-

Bigen Fiinfeck geschehen.

¢) Begriinde zuerst, dass das Mal3 der
Innenwinkel y (Winkel zwischen zwei
benachbarten Seiten) eines regelméfBigen
Fiinfecks jeweils 108° betragt.

d) Man sieht hier Teile eines Ausgangs-
fiinfecks (dick) und Teile des verkleiner-
ten gedrehten Fiinfecks (diinn).

a sei wieder der Drehwinkel.

e Esgilt wieder: s=a+b.
Begriinde damit und mit Hilfe des
Sinussatzes, dass die folgende Bezie-
hung gilt:
_ sin108°

_sina+sinB

Es sei nun wieder o = 5°.

o Begriinde, dass der Verkleinerungsfaktor f fiir oo = 5° etwa 0,9438 betrigt
e Bei einer Drehung verkleinert sich der Fldcheninhalt um den Faktor f?* ~0,8908 .

Bestimme die Anzahl der Drehungen, die nétig sind, damit der Flacheninhalt des letzten Fiinfecks
erstmals kleiner als 10 % des Flacheninhalts des Ausgangsfiinfecks ist.
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Idee der Zahl und des Messens

4. FulBballfeld Losung S. 89

a) Die MaBe eines FuBballfeldes miissen nicht {iberall gleich sein. Die Regel besagt lediglich:
,,Fur internationale Spiele soll die Lange mindestens 100 m und héchstens 110 m betragen. Die Breite
soll mindestens 64 m und hdchstens 75 m betragen.*
Berechne, um wie viel Prozent die maximal mogliche Spielfeldflache groBer ist als die kleinstmogli-
che Flache.

b) Die jeweiligen Abmessungen der Torbreite und des Strafraumes sind der Skizze zu entnehmen.
Eine weitere Regel besagt:
,.In jedem Strafraum, 11 m vom Mittelpunkt der Torlinie zwischen den Pfosten und gleich weit von
beiden Pfosten entfernt, ist der Elfmeterpunkt E. Von jedem Elfmeterpunkt aus ist ein Teilkreis mit
9,15 m Radius aullerhalb des Strafraumes zu ziehen.**
Der Grund fiir diese Markierung besteht darin, dass beim Strafsto3 (Elfmeter) alle Spieler (auer dem
Schiitzen und dem Torwart) aullerhalb des Strafraums und mindestens 9,15 m vom Ball entfernt sein miis-
sen. (Diese Verhiltnisse sind — nicht maf3stabstreu — in der folgenden Skizze dargestellt.)

16,50 m
C
Tor,
Breite ® D L4 L4
7,32.m§ E
16,50m B
A

Zur Markierung des Teilkreises ist es fiir den Platzwart niitzlich, die Lange der Strecke AB (von der
Strafraumkante bis zum Schnittpunkt mit dem Kreis) zu kennen.

Bestimme dazu zuerst die Lange der Strecke BC (zur Kontrolle |BC| =14,62 m).

Berechne anschlieBend die Lénge der Strecke AB.

c¢) Fiir abprallende Bille nach einem Strafsto3 (Elfmeter) ist es fiir die iibrigen Spieler wichtig, moglichst
dicht am Tor zu stehen.
Entscheide, ob es vom Punkt B oder am Punkt D, dem Mittelpunkt des Kreisbogens (siehe Skizze),
dichter zum Mittelpunkt der Torlinie ist.

d) Der Stiirmer Jiirgen befindet sich im Punkt J (siche
Skizze) und schief3t auf das leere Tor. Trotzdem T
schief3t er daneben. Zur Beurteilung der Situation soll
im Nachhinein der Schusswinkel & — bezogen auf die
Torbreite — berechnet werden. Bestimme den Schuss-
winkel o. <
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Idee der Zahl und des Messens

5. Wassertank Losung S. 90

2,0m

In der nebenstehenden Abbildung ist ein
Wassertank dargestellt. { ,{

(Abbildung nicht maBstabsgerecht)
i 6,0 m

a) Der zylinderformige Teil des Tanks soll von aullen einen neuen Anstrich erhalten.
Berechne, wie viel Liter Farbe man braucht, wenn 1 Liter fiir 8 m? ausreicht.

b) Berechne durch Uberschlag das Gesamtvolumen des Tanks und kreuze an.
Beschreibe, wie du vorgegangen bist.
Q s5m a 15 m’
Q 35w’ O 45m’

c) Der spitze Teil des Tanks wird bis zu seiner halben Hohe mit Wasser gefiillt.
Berechne, wie viele Kubikmeter Wasser der Tank enthilt.

d) Der leere Tank wird gleichméBig mit Wasser gefiillt.
Gib an, welcher der folgenden Graphen zeigt, wie sich die Hohe des Wasserspiegels mit der Zeit 4n-
dert. Begriinde deine Entscheidung.
Begriinde fiir die anderen Graphen, warum sie nicht die Anderung beschreiben.

Hohe A Hohe B Hohe C

Zeit Zeit Zeit
Hohe D Hohe E

Zeit Zeit
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Idee der Zahl und des Messens

6. Dreieck Losung S. 91

Die Abbildung zeigt ein gleichschenkliges Dreieck ABC. Die Strecke DE ist parallel zur Strecke AB.

C

A

12 cm

a) Berechne die Winkelgréflen von o und y.
b) Zeige, dass das Flachenverhaltnis der Dreiecke DEC und ABC den Wert 1 : 2,25 hat.
c) Berechne den Fliacheninhalt des Dreiecks DEC.

d) Begriinde, dass das Viereck ABED ein spiegelsymmetrisches Trapez ist, und berechne seinen Flachen-
inhalt.

e) Der Kreis K hat D als Mittelpunkt und l&uft durch B.
Entscheide, ob der Punkt C innerhalb von K liegt, auf K oder aulerhalb von K.
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Idee der Zahl und des Messens
7. Flurkarte Losung S. 93

Du siehst eine nicht maBstabsgerechte Skizze mit den Grundstiicken I und II.

a) Weise nach, dass die Linge der Grundstiicksgrenze zwischen den Grundstiicken I und II 96 m lang ist.
Berechne die Lange der Grundstiicksgrenzen an der Strafle zwischen A und C.
(Zur Kontrolle: |AC|~85,8m)

b) Um die beiden Grundstiicke soll ein Zaun mit jeweils einem 3 m breiten Tor errichtet werden. Zusétz-
lich sollen die beiden Grundstiicke durch einen weiteren Zaun voneinander getrennt werden. Die
Zaunkosten fiir die AuBBengrenzen betragen 14,25 € pro Meter, fiir die Grenze zwischen den beiden
Grundstiicken 9,85 € pro Meter. Ein Tor kostet 626,53 €. Berechne die Gesamtkosten.

¢) Bestimme den Gesamtflacheninhalt der beiden Grundstiicke und runde auf einen ganzzahligen Wert.
Bestimme den Flacheninhalt des Grundstiickes II und runde auf einen ganzzahligen Wert.

d) Am Punkt M — genau in der Mitte zwischen A und B — liegt ein Stromverteiler. Eine Stralenlampe am
Punkt C soll durch eine gerade (unterirdische) Leitung mit dem Stromverteiler in M verbunden wer-
den.

Berechne die Lénge der Leitung.

e) Ohne Rechnung:
Begriinde, dass die Leitung auch die Grenze zwischen den Grundstiicken in der Mitte kreuzt.
Beweise, dass die Leitung die Fliachen beider Grundstiicke halbiert.
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Idee Raum und Form, des Messens und des funktionalen Zusammenhangs

8.

30

2-Euro-Muinze

Die 2-Euro-Miinze hat folgende Mafe:

Durchmesser 25,75 mm
Durchmesser des goldfarbenen Mittelteils 18,20 mm
Dicke 2,20 mm
Masse 8,50 ¢g

a) Berechne das ungefiahre Gesamtvolumen der Miinze.

(Ergebnis zur Kontrolle: V = 1145,69 mm?)

LOosung S. 94

Berechne den prozentualen Anteil des Volumens des goldfarbenen Mittelteils am

Gesamtvolumen.

b) Der Rand der Miinze ist bekanntlich geriffelt, er hat genau 250 Einkerbungen.

Bestimme den Abstand zwischen je zwei Kerben.

¢) Berechne die durchschnittliche Dichte der Miinze. (Hinweis: Dichte =

Masse
Volumen

Die Dichte der Legierung, die den goldfarbenen Mittelteil bildet, ist kleiner als die Dichte der

silberfarbenen Legierung des Ringes.

Entscheide, ob der goldfarbene Mittelteil schwerer ist oder der silberfarbene Ring.

d) Jetzt sei ein wiirfelformiger Behélter mit der Kantenldnge 30 mm gegeben, der genau halb hoch

mit Wasser gefiillt ist.

Bestimme rechnerisch, wie viele 2-Euro-Miinzen (vorsichtig!) in den Behilter aufeinander gelegt

werden konnen, ohne dass das Wasser iiberlauft.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,

Abbilduy

g nicht mafBstabsgetreu.

e) Zeige, dass das Wasser nie iiberlaufen wiirde, wenn man bei dem gleichen Gefal mit einer
Wasserhohe von 10 mm beginnt und wieder die Miinzen Stiick fiir Stiick aufeinander legt.
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Idee des Messens, Idee Raum und Form

9.

Bogen-Dreiecke

Bei einem gleichseitigen Dreieck mit der Sei-
tenldnge a = 10 cm wird von jedem Eckpunkt
aus ein Kreisbogen durch die beiden jeweils
gegeniiberliegenden Punkte geschlagen (siche
nebenstehende Abbildung).

a)

b)

d)

Berechne den Umfang des so entstandenen
Bogen-Dreiecks.

Bestimme den Flacheninhalt des Bogen-

Dreiecks.
(Zur Kontrolle: A~ 70,477cm?)

Bestimme den Flicheninhalt des Umkreises
des Dreiecks.

(Hinweis: Der Radius des Umkreises eines
gleichseitigen Dreiecks betréagt 2 seiner

Hohe.)

Berechne, um wie viel Prozent der Flachen-
inhalt des Kreises grofler ist als der Fliachen-
inhalt des Bogen-Dreiecks.

Wie bei dem gleichseitigen Dreieck soll jetzt
ein ,,Bogen-Viereck® auf der Basis eines
Quadrats konstruiert werden.

Dabei sollen vier gleiche Bogen jeweils zwei
benachbarte Eckpunkte enthalten.
Beschreibe eine mogliche Konstruktionsvor-
schrift und erstelle die Figur, die aus deiner
Vorschrift entsteht.

Ldsung S. 96

31



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

I[dee Raum und Form

10. Pfadfinderzelt Losung S. 97

Eine einfache Art, ein Zelt zu konstruieren, besteht darin, gleichlange Stangen in den Eckpunkten
eines Vielecks auf dem Boden aufzustellen und sie in einer Dachspitze zusammenzubinden.
Anschlieend wird das ,,Geriist” mit Zeltbahnen bespannt.
Der FuBboden bleibt ,,Natur.

S
Wir betrachten als Grundfldche ein regelméBiges Sechseck.
Die 6 Stangen haben eine Lange von jeweils 8 m, werden
aber einen Meter vor ihrem Ende zusammengebunden.
Der Durchmesser der Stangen wird hier vernachldssigt. s

Der Abstand s der Fullpunkte der Stangen zum

Bodenmittelpunkt betrage zunédchst 5 m. Bodenflache des Zeltes

a) Berechne die Hohe des Zeltes
(Abstand vom Boden bis zum Kreuzungspunkt der Stangen).
[zur Kontrolle: h~ 4,9 m]

b) Bestimme den Flacheninhalt des Zeltbodens.
[zur Kontrolle: A=~ 65m’]

c) Bestimme, wie viel Quadratmeter Zelttuch benétigt werden.
d) Bestimme den ,,umbauten Raum* W, d.h. das Volumen des Zeltes.

e) Nun soll s variiert werden, und der ,,umbaute Raum* W soll als Funktion von s betrachtet werden:
W =W(s).

f)  Rechts siehst du den Graphen von W.
Die y-Achse fehlt, und die s-Achse ist nicht
skaliert.

e Bestimme die beiden Nullstellen, d.h. jene
Werte von s, fiir die das Volumen W(5S)
den Wert Null annimmt, und beschreibe
die anschauliche Bedeutung.

e Bestimme den Funktionsterm W(S).
[zur Kontrolle:

W(S)z%-«/3-(49—sz) 5]

e Begriinde sinnvoll, dass die Maximalstelle
Sm zwischen 5 und 6 liegt.
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I[dee Raum und Form

11. Zeltbau

LOosung S. 99

Eine einfache Art, ein Zelt zu konstruieren, be-
steht darin, gleichlange Stangen in den Eckpunk-
ten eines Vielecks auf dem Boden aufzustellen
und sie genau iiber der Mitte in einer Dachspitze
zusammenzubinden. AnschlieBend wird das
,,@eriist™ mit Zeltbahnen bespannt. Der Fullboden
bleibt ,,Natur®.

Wir betrachten als Grundfldche ein regelméaBiges
Fiinfeck. Die 5 Stangen haben eine Lénge von
6,20 m, werden aber 20 cm vor ihrem Ende zu-
sammengebunden. Der Durchmesser der Stangen
wird hier vernachlissigt.

Der Abstand s der FuBBpunkte der Stangen zum
Bodenmittelpunkt betrage 4 m.

a) Berechne die Hohe des Zeltes.

Bodenflache des Zeltes

(Abstand vom Boden bis zum Kreuzungspunkt der Stangen. Zur Kontrolle: h ~4,47 m).

b) Begriinde, dass der Flicheninhalt des Zeltbodens in guter Naherung 38 m” betriigt. Begriinde allge-
mein, dass man bei variabler Lénge s den Flidcheninhalt des Zeltbodens A(S) mit folgender Formel be-

rechnen kann: A(S) = 5-sin 36°-cos 36°-s°.

Hinweis: Der fiinfeckige Zeltboden setzt sich aus flnf kongruenten Dreiecken zusammen.

¢) Bestimme den ,,umbauten Raum®, d.h. das Volumen des Zeltes.

d) Ein Punkt auf dem Zeltboden habe ,,Stehhohe®,

wenn der senkrechte Abstand zum Zeltdach min-
destens 1,80 m betrdgt. Bestimme den Flidchenin-

halt der Bodenfldche mit Stehhohe.

Hinweis:

Vgl. die nebenstehende Skizze. Berechne x und s’.

1,80
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I[dee Raum und Form

12. Vom Stern zur Pyramide Losung S. 101

Der nebenstehende symmetrische Stern hat folgende Eigen-

F
schaften: ,
Alle Seiten sowie die Strecke AC haben die gleiche Lange a. / \
G E\

AC steht senkrecht zu CE .
/ .D
e

a) Wie viele Symmetrieachsen hat der Stern? H \

b) Beschreibe kurz eine Konstruktion des Sterns. A
c) Die Dreiecksflachen sollen so geklappt werden, dass eine ;
Pyramide entsteht. B

Bestimme das Volumen der Pyramide fiir a =5 cm.

d) Der Stern wird so verdndert, dass die Strecken AC und AB nicht mehr gleich lang sind. Die Symme-
trie des Sterns bleibt jedoch erhalten.
Untersuche, unter welchen Bedingungen durch Klappen der Dreiecksflidchen eine Pyramide entstehen
kann.

e) Betrachtet wird jetzt die so gednderte Pyramide, bei der die Strecken AB und BC doppelt so lang

geworden sind (die Strecke AC hingegen hat ja ihre Lange beibehalten!).
Begriinde, dass das Volumen dieser Pyramide nicht doppelt so grof3 ist wie das der Pyramide aus c),
und entscheide, ob es mehr als das Doppelte ist oder weniger.
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l[dee Raum und Form

13. Achteck

a)

b)

¢)

Begriinde, dass beim gleichschenklig-recht-
winkligen Dreieck die folgende Formel den
Zusammenhang zwischen a und h beschreibt:

a=+2-h

Hier wird ein regelméBiges Achteck mit der
Kantenldnge a gezeigt.

Berechne die Radien von Inkreis und Umkreis.

Zeige, dass der Umkreis den 1,1716-fachen
Flacheninhalt des Inkreises hat.

Nunmehr ist ein Teil der Flache des regel-
méBigen Achtecks mit der Kantenlénge a
schraffiert.

Zeige, dass der schraffierte Anteil den halben
Flacheninhalt des gesamten Achtecks hat.

Losung S. 102
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l[dee Raum und Form

14. Kaffeefilter

Ein Kaffeefilter hat die in Abbildung 1
gezeigte Form: Er besteht aus einem drei-

seitigen Prisma mit zwei angesetzten hal-
ben senkrechten Kreiskegeln.

Die Hohe des Filters ist h =9 cm.

Im Rechteck ABCD hat AB die Lange
;=6 cmund BC die Linge |, =12 cm.

(E ist senkrecht zu den gleichschenk-
ligen Dreiecken DFA und CGB.)

a) Berechne das Fassungsvermdgen des
Filters bis zu seinem oberen Rand.

b) Zur Herstellung des Filters wird Filter-
papier verwendet, das pro Quadrat-
meter 50 g wiegt.

Berechne die Masse des Filters.

¢) Verpackt werden die Filter in flach
zusammengedriickter Form (siehe
Abbildung 2)

Berechne den eingezeichneten Winkel
o. (Zur Kontrolle: a =50°.)

d) Die Filter werden in rechteckigen
Schachteln verkauft.
Bestimme die Mindestliange und die
Mindestbreite dieser Schachteln.

Losung S. 104

D C
A v B
| Lih

F G

Abbildung 1
A'=D B'=C
by
F G
Abbildung 2
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Idee Raum und Form
15. Stadion

Ein Stadion, in dem Leichtathletik und Ful3ball
stattfinden kann, hat von oben gesehen die rechts
abgebildete Form. (Die Zeichnung ist nicht maB-
stabsgerecht, nachmessen an der Zeichnung macht
also keinen Sinn.)

Die Laufbahn hat dabei am inneren Rand eine
Lange von 400 m. Die Rasenflache (grau unter-
legt) — auf der sich auch das FuB3ballfeld befindet —
ist 93 m lang und 68 m breit.

a) Berechne die Lénge einer der beiden Halb-
kreisbahnen dieses Stadions am inneren Rand.

b) Die Malle von FuB3ballfeldern sind nach den
Regeln nicht genau festgelegt. Fiir die Breite
z.B. lassen die Regeln Werte zwischen 45 m
und 90 m zu. Begriinde, warum bei einer FuB3-
ballfeldlinge von 90 m und einer Laufbahnlén-
ge von insgesamt 400 m eine FuBballfeldbreite
von 75 m nicht moglich ist.

¢) Hammerwerfer werfen aus ihrem Abwurfkreis
den Hammer bis zu 85 m weit.
Der Kreis ist von einem Kéifig umgeben, der
(vom Zentrum des Kreises aus gemessen) eine
Offnung von 45° hat: Nur Himmer, die durch
diese Offnung geworfen werden, fliegen auf
den Rasen (siche Abbildung).

N

Losung S. 102

Start Bahn 8

Start-

68 m

Ziellinie

93 m

Hammerwurfkr%

Startbahnverldngerung

Das Zentrum des Abwurfkreises liegt jeweils 4 m von der kiirzeren Rasenkante bzw. der Verldngerung

der lingeren Rasenkante entfernt.

Entscheide: Trifft ein Hammer nach einem 85-m-Flug in diesem Stadion mit Sicherheit noch auf den

Rasen?

d) Die Laufflache besteht aus 8 Bahnen von je 1,20 m Breite. Die Lange der Bahn wird immer innen
gemessen. Der Laufer auf der Innenbahn startet an der Start-Ziel-Linie. Bestimme, wie viel Kurven-
vorsprung gegeniiber der Start-Ziel-Linie ein 400 m Laufer auf der AuBBenbahn (Bahn 8) bekommen

muss, damit auch er genau 400 m bis zur Ziellinie lduft.

Um die Startlinie auf der Auflenbahn zu markieren, wird der Winkel g, eingemessen (Winkel B in der

Skizze).
Bestimme die Grof3e von f; .

Entscheide: Ist g, (der entsprechende Winkel fiir die 4. Bahn) halb so grofl wie g, ?

e) Fiir den 110-m-Hiirden-Lauf muss die Gerade, auf der die Ziellinie liegt, um 17 m verlangert werden

(siehe Zeichnung).

Untersuche, ob der Laufer auf der Bahn 1 (das ist die linke Bahn, die Innenbahn) noch innerhalb der

Kurvenlaufbahn startet.
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16. Rettungsring Losung S. 107

Unter einem Torus versteht man in der Mathematik
einen kreisformigen Ring, dessen Querschnitt {iber-
all kreisférmig mit konstantem Radius ist. Beispiele
fiir torusformige Korper sind Schwimmreifen, Fahr-
rad- oder Autoschlduche (ohne Ventil).

In einer Formelsammlung findet man fiir den Torus
folgende Angaben:

Oberflachenformel: O=4-7>-R-r
‘ Volumenformel: V =2-7°-R-r?

Die Groflen R und r seien so wie in der nebenstehenden
Skizze definiert.

Ein Rettungsring hat (angenéhert) die Form eines Torus. Durch Nachmessen stellt man fest, dass der
AuBendurchmesser 1,20 m und der Innendurchmesser 80 cm betragt.

a) Begriinde, dass dann mit den obigen Bezeichnungen gilt:
R=0,5mund r=0,1 m

b) Berechne Volumen und Oberfldche des Rettungsringes.

¢) Der Rettungsring besteht aus einem ausgeschiumten Stoff (Dichte: 0,2 g/cm®). Auf dem Ring liegt
eine Person flach wie ein Brett. Welche Masse (in kg) darf die Person hochstens haben, damit der
Ring nicht vollstindig in das Wasser (Dichte 1 g/cm®) eintaucht? Begriinde die Antwort.
Hinweis: Der Auftrieb, den ein Kdérper im Wasser erfahrt, ist genauso grof3 wie die Gewichtskraft des
von dem Korper verdrangten Wassers (archimedisches Prinzip).

d) Man kann bei einem Torus AuBBendurchmesser D und Innendurchmesser d wesentlich leichter messen
als die Groflen R und r.
Begriinde, dass sich Oberfliche und Volumen eines Torus aus den beiden Grofien D und d mithilfe der
Formeln

77 (D+d)-(D-d)’

32
berechnen lésst.
Hinweis: Es empfiehlt sich, den Nachweis durch Einsetzen zu fihren.

V =

2
und oz%-(DZ—dZ)

e) Es werden alle Tori mit dem gleichen Auflendurchmesser D =1m betrachtet.

Beschreibe den Torus mit dem maximalen Volumen und bestimme dieses Volumen.
Hinweis: Verwende dazu die Volumenformel aus d).
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17. Partyzelt

Ein Partyzelt wird — wie in der Zeichnung
zu sehen — aus 12 gleichlangen Stangen
von je 5 m Lénge errichtet.

a) Zeige, dass das Zelt eine Gesamthohe
von gut 8,5 m hat.

b) Berechne das Volumen des Zeltes.

¢) Die AuBlenflichen werden mit Planen
verkleidet.
Entscheide, ob dazu 150 m? Planenstoff
ausreichen.

Von der Mitte M der vertikalen Stangen
soll jeweils eine Lichtgirlande straff mit
der Zeltspitze verbunden werden.

d) Bestimme die Lénge einer solchen
Girlande.

e) Bestimme den Winkel, mit dem eine
Lichtgirlande gegeniiber der Horizon-
talen ansteigt.

LOosung S. 108

39



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

l[dee Raum und Form

18. Eishockeypucks

Eishockeypucks sind runde Scheiben mit einem Durchmesser von
7,62 cm und einer Hohe von 2,54 cm.

a)

b)

Zeige, dass das Volumen eines Pucks ungefihr 116 cm?® betrégt.

Zwolf Pucks sollen in einer Schachtel mit quadratischer Grund-
fliche verkauft werden. In der Schachtel liegen je vier Pucks in
drei Schichten {ibereinander.

Wenn die Pucks in der Schachtel liegen, bleibt ein Volumen-
anteil an Luft in der Schachtel.

Bestimme das Volumen der Luft in der Schachtel.

Gib diesen Anteil am gesamten Schachtelvolumen in Prozent
an.

Das Sportgeschift mochte die Puckschachteln iibereinander
stapeln, und zwar auf einem mittleren kreisformigen Dorn
(siche nebenstehende Zeichnung).

Bestimme den maximalen Durchmesser, den ein Dorn haben
kann, wenn er noch durch diese Schachteln passen soll.

Losung S.110

&0 66

d) Der Sachverhalt aus Aufgabenteil b) soll nun (in der Ebene) verallgemeinert werden. Du siehst jeweils
ein Quadrat, in das 1 Kreis, 4 und 9 Kreise einbeschrieben sind. Stelle dir vor, dass in dem Quadrat n?

40

Kreise entsprechend einbeschrieben sind.

Zeige, dass der von den Kreisen nicht bedeckte Anteil der Quadrate immer der gleiche ist.

@ OO0
A4
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19. Ballschachtel

Eine Sportartikelfirma verpackt jeweils drei Bélle in eine Ball-
schachtel. Die Ballschachtel hat die Form eines geraden Prismas
mit jeweils einem regelméfBigen Sechseck als Grundflache und
Deckfliche (siche Abbildung 1).

In die Ballschachtel kommt unten eine Styropor-Schicht von 3 cm
Dickg, dann kommen die drei Bille, die alle Seitenflaichen beriih-
ren. Uber den Béllen ist wieder eine Styropor-Schicht von 3 cm
Dicke.

Die Seitenldnge des Sechsecks betrdgt 9 cm.

a) Die Abbildung 2 zeigt die Ballschachtel von oben, also das
regelméBige Sechseck und den Querschnitt eines Balles.
Zeige, dass die Bille einen Radius von etwa 7,8 cm aufweisen.

b) Bestimme den Flacheninhalt der gesamten Oberfldche der
Ballschachtel.

¢) Bestimme den prozentualen Anteil des Gesamtvolumens der
Bille am Volumen der Ballschachtel.

d) Zwei dieser Ballschachteln werden jetzt in einen quaderformigen Karton so nebeneinander gestellt,
dass sie mit einer Flache aneinander stoen. Die rechteckige Grundfldche dieses Kartons muss also

Platz bieten fiir zwei nebeneinander liegende Sechsecke.

Zeige, dass sich die Kantenldngen dieses Rechtecks wie 1 :/3 verhalten.

e) Nehmen wir an, wir konnten entsprechende Ballschachteln auch mit vier, fiinf, sechs, ... Béllen her-

stellen.
Entscheide:

Steigt die Oberfliche der Schachteln proportional zur Zahl der Bélle?

LOosung S. 112

......

Abb. 1

Abb. 2
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20. Meteorit Losung S. 114

Uber der Antarktis ist am 3. September 2004 ein Meteorit nieder-
gegangen.

Der sichtbare Teil seiner (geradlinigen) Bahn begann in einer Hohe
von 75 km und endete 40 km weiter in einer Hohe von 18 km.
Sichtbar bedeutet: Der Meteorit erzeugt eine blendend helle
Leuchtspur.

Diesen Teil der Bahn durchflog der Meteorit in 5,5 Sekunden.

Man kann davon ausgehen, dass der Meteorit am Anfang des sicht-
baren Teils der Bahn ein kugelformiger Korper mit einem Radius
von etwa 4 m war.

Die Dichte p von Meteoren kann man mit

Bahn des Meteoriten
(dick: sichtbarer Teil)

3200 kg/m? annehmen.'

L Masse
(Hinweis: p=———
Volumen

. 18k
a) Berechne das Volumen und die Masse des Meteors am Anfang "

der Beobachtung.

b) Bestimme die Linge der beobachteten Bahn.

Wahrend des Flugs durch die Atmosphére wird standig die duBerste Schicht des Meteoriten abgetragen:
Pro Sekunde wird der Radius um 0,5 m kleiner.

¢) Zeichne ein Diagramm, in dem die zeitliche Entwicklung des Radius des Meteoriten dargestellt wird,
und gib die Funktionsgleichung fiir r(t) an.

d) Berechne, wie viel Materie der Meteorit in der ersten Hundertstelsekunde nach dem Aufleuchten (in
75 km Hohe) verliert.
(Hilfe: Das Volumen einer diinnen Kugelschale mit der Dicke Ar kann man berechnen durch
V = Oberflache - Dicke =4 - r2- Ar berechnen.)

Kugelschale

Berechne den Radius nach zwei Sekunden Leuchten.
Bestimme den Massenverlust pro Hundertstelsekunde nach diesen zwei Sekunden.

e) Begriinde, dass der Meteorit auf seiner Bahn immer weniger Masse pro Zeit verliert.
Weise nach, dass die zeitliche Volumenentwicklung des Meteoriten der Funktionsgleichung

V()= %ﬂ (4-0,5t)’ = %7[ (64— 24t + 3t —%ﬁ) folgt.

! Daten aus: Klekociuk, A.R., et al. (2005), Nature 436, 1132
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21. Das neue Rosenbeet

a)

b)

In einem botanischen Garten wird eine quadratische Rasenflache von
10 m Seitenlédnge neu gestaltet. In das innere Rechteck sollen Rosen
gepflanzt werden (siche Abbildung rechts).

Berechne den Flacheninhalt der aus vier Dreiecken bestehenden rest-
lichen Rasenfldche und den Flacheninhalt des rechteckigen Rosen-
beets.

Jetzt soll die Strecke, die in Aufgabenteil a) 3 m lang war, veranderlich
werden. Sie wird nun X genannt (siche Abbildung rechts).

Gib an, welche Werte X annehmen kann.

Zeige, dass sich der Flacheninhalt A(X) des Rosenbeets durch die Funk-
tionsgleichung A(X) =—2x?+ 20X berechnen lasst.

Beschreibe, wie der Graph der Funktion aussieht.

Zeichne ihn in das unten stehende Koordinatensystem ein.

AX)

LOosung S. 115

3m

10 m

10 m

A

A

50 +

we

wor

wor

c) Bestimme rechnerisch den Wert fiir X, bei dem die Fldche des Rosenbeets den grofiten Wert aufweist.

Gib die maximale Flachengrofe des Rosenbeetes an.
Weise nach, dass es sich um ein quadratisches Beet handelt.
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44

Der Gartengestalter dndert seine Vorstellung: Das Rosenbeet im =
Rasen soll immer quadratisch sein (und die Ecken des Rosenbeets
sollen weiterhin auf den Kanten des Rasens liegen) — siche Abbil-
dung.

Zeige, dass die Funktionsgleichung zur Berechnung der Quadratflé-

. Rosenbeet
che A, jetzt A,(X)=2x>-20x+100 lautet.
Berechne, dass sich fiir X = 5 bei beiden Funktionen dieselbe
FlachengrofBe ergibt.
10 m

Die Rosen reichen fiir ein quadratisches Beet von 70 m? Flache.

Berechne das zugehorige x.

Bei diesem X ist die Flache des quadratischen Rosenbeets groBer als die des rechteckigen Rosenbeets
bei dem gleichen X.

Weise nach, dass fiir alle x die Fliache des quadratischen Rosenbeets groB3er oder gleich der Fliache
des rechteckigen Rosenbeets bei dem gleichen X ist.
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22. Pachoms Weg Losung S. 117

Der russische Dichter Tolstoi erzdhlt die Geschichte des Bauern Pachom, der fiir 1000 Rubel jenes Land
erhalten sollte, das er an einem Tag umwandern konnte. Bei Sonnenaufgang brach er von einem Hiigel
aus auf, nach 18 km bog er im rechten Winkel nach links ab, nach 8 km wiederum im rechten Winkel
nach links. Nachdem er 12 km in die neue Richtung gewandert war, packte ihn die Angst, nicht rechtzei-
tig zuriickzukommen. Er lief nun geradewegs auf den Hiigel zu, erreichte ihn mit letzter Kraft bei Son-
nenuntergang und brach tot zusammen.

Im Folgenden sollst du nun {iberlegen, ob sich Pachom dieses Schicksal hitte ersparen kdnnen, wenn er
sich vorher einige Gedanken {iber seinen Weg gemacht hitte.

a) Zeichne dazu eine Skizze von Pachoms Wanderweg.
b) Bestimme die Linge von Pachoms Weg.

¢) Haitte die Geschichte kein trauriges Ende gehabt, wie viel Land hitte Pachom fiir seine 1000 Rubel
erhalten?

d) War Pachoms Wanderweg optimal oder hitte er bei gleicher Weglédnge mehr Land umwandern kon-
nen?
Betrachte dazu Rechtecke, deren Umfang gleich der Lange von Pachoms Wanderweg ist.
Erstelle fiir die Flacheninhaltsfunktion ,,Seitenldnge a — Flacheninhalt A* fiir Rechtecke, deren
Umfang gleich der Lédnge von Pachoms Wanderweg ist, eine Wertetabelle und zeichne den Graphen
der Funktion. Gibt es ein Rechteck mit groBBtem Flacheninhalt?

e) Hatte Pachom ein gleich groBes Land auf einem kiirzeren Weg umwandern konnen?

Betrachte dazu geeignete Rechtecke, deren Flacheninhalt gleich dem von Pachoms Land ist.
Erstelle fiir die Umfangslédngenfunktion ,,Seitenldnge a — Umfang u“ fiir Rechtecke, deren
Flacheninhalt gleich dem von Pachoms Land ist, eine Wertetabelle und zeichne den Graphen der
Funktion. Gibt es ein Rechteck mit kleinstem Umfang?
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23. Jeans Losung S. 119

Eine Firma produziert u.a. Jeanshosen. Der Preis p beim Verkauf ist abhéngig von der Angebotsmenge X
pro Monat. Die Marketingabteilung hat ermittelt, dass sich Jeanshosen einer bestimmten Qualitit bei
einem Preis von 100 € pro Stiick nicht verkaufen lassen. Bei fallendem Preis p ist mit einer linearen
Zunahme der Verkaufszahlen X zu rechnen. Allerdings ist bei einem Angebot von 18 000 Stiick pro
Monat mit einer Séttigung des Markts zu rechnen, so dass sich kein Preis p > 0 mehr erzielen ldsst (siche
Skizze).

AD

Hochstpreis
p(0) =100

X

»
I e

Séttingungsmenge
bei x =18 000

a) Bestimme die Gleichung der Preisabsatzfunktion X — p(x).

b) Der Erlos (oder Umsatz) des Unternehmens beim Verkauf von Jeanshosen wird iiber das Produkt Preis
mal Menge ermittelt. Gib die Gleichung der Erldsfunktion E an.

c) Berechne den Erlos fiir verschiedene Ausbringungsmengen X und zeichne den Graphen von E in ein
Koordinatensystem.

d) Berechne, wie viele Hosen die Firma produzieren und verkaufen muss, um einen maximalen monat-
lichen Erlos zu erzielen. Gib diesen maximalen Erlos an.
Erkldre, warum der Erlds ab der maximalen Verkaufsmenge abfillt.

Bei der Produktion der Jeanshosen entstehen Stiickkosten (Material, Arbeit) in Héhe von 32 Euro pro
Hose. Hinzu kommen die produktionsunabhingigen Fixkosten (Produktionsstitten, kaufmannische Ang-
estellte usw.) in Hohe von 90 000 Euro.

e) Bestimme die Gleichung einer (linearen) Funktion K auf, die fiir die Ausbringung X die Kosten K(x)
benennt.
Zeichne den Graphen von K.

f) Bis zu welcher Produktionsmenge x sind die Kosten hoher als der Erlos?

g) Bestimme die Gleichung der Funktion G, die fiir die Ausbringung X den Gewinn G(x) benennt.
Fiir welche monatliche Ausbringung wird der Gewinn am gréften?
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24. Medikamente Losung S. 122

Antibiotika sind Medikamente gegen Infektionserkrankungen.

Wird ein bestimmtes Antibiotikum in Form einer Tablette eingenommen, kann man (idealisiert) anneh-
men, dass die Konzentration dieses Antibiotikums im Blut sofort nach der Einnahme einen Wert von 4
mg pro Liter Blut aufweist. Pro Stunde sinkt die Konzentration um 5 %.

a) Sei x die Zeit gemessen in Stunden nach Einnahme des Medikamentes, f(x) die Konzentration des
Antibiotikums im Blut gemessen in mg pro Liter.

Begriinde, dass die zugehorige Funktionsgleichung f (x) =4-0,95" lautet.

Berechne, wie hoch die Antibiotikumskonzentration eine, vier und zwolf Stunden nach Einnahme ei-
ner Tablette ist.

b) Um die Therapie genau zu iiberwachen, wird einem Patienten bereits zwanzig Minuten nach Einnah-
me der ersten Tablette Blut abgenommen und die Antibiotikumskonzentration bestimmt.
Berechne die zu erwartende Konzentration.

¢) Ein Patient muss die Therapie wegen Unvertraglichkeit bereits nach der Einnahme der ersten
Tablette abbrechen. Bestimme, wann die Unvertriaglichkeitsgrenze von 0,2 mg pro Liter unterschrit-
ten wird, der Patient also keine negativen Reaktionen durch die Einnahme des Medikaments mehr
spiiren sollte.

d) Es gibt Substanzen, deren Konzentration im
Blut linear abnimmt.

Eine bestimmte derartige Substanz fiihrt
sofort nach Einnahme zu einer Konzentration

im Blut von 4 mg pro Liter, die innerhalb \
einer Stunde jeweils um 0,2 mg pro Liter 3 :
sinkt (siche Abbildung). N

e Bestimme den zugehorigen Funktionsterm \ \
g(x). 5

e Beschreibe je zwei Eigenschaften von \
exponentiellem negativem Wachstum und 5 \

linearem negativem Wachstum bezogen g(x) = ‘
auf den Kontext der Aufgabe. ! \

f(x)=4-0,95"

e) Bei manchen Substanzen kann man den Abbau im Blut so beschreiben, dass relativ grof3e Konzen-
trationen zundchst linear abgebaut werden, dann exponentiell.

So soll der Abbau einer Substanz bis zum Punkt P(12,5|1,5) durch die Funktion g beschrieben wer-
den. Danach verlaufe der weitere Abbau exponentiell mit der Funktionsgleichung

h(x)=a-b*"** a,beR.Neben h(12,5) = 1,5 sei auch h(32) = 0,11 bekannt.

Bestimme die Parameter a und b und interpretiere diese im Kontext der Aufgabe.
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25. Lastkahn

Uber ein Forderband wird ein kleiner Lastkahn mit Kies beladen. Das Forderband ist so eingestellt, dass
der Sandstrahl genau durch die Mitte der 3 m breiten Offnung in den Laderaum fillt.

a) Der Kiesstrahl hat Parabelform. 2,5m

= L

Die Parabel soll in das Koordinaten-
system der Anlage iibertragen werden.
Dabei liegt das Ende des Forderbandes
(und damit der Scheitelpunkt der Para-
bel) im Ursprung, die Kaimauer endet
an der y-Achse.

Zeichne zuerst zwei durch die Abbil-
dung rechts gegebene Punkte der
Parabel in das Koordinatensystem ein
und gib die entsprechenden Punkte an.

Bestimme nun mithilfe der eben ge-
zeichneten Punkte die Funktionsglei-
chung der Parabel.

Solltest du keine Funktionsgleichung
finden, arbeite mit der folgenden (nicht
mit der korrekten Funktionsgleichung
tibereinstimmenden) Gleichung weiter:

f(x)=-0,47-x>.

Fille die Wertetabelle auf dem anlie-

genden Arbeitsblatt aus und skizziere
mit threr Hilfe die Parabel im Koordi-
natensystem.

b) Berechne den Abstand vom Ende des Férderbandes zum Mittelpunkt der Offnung im Laderaum.

Bei der oben geschilderten Situation war Hochwasser. Einige Zeit spéter soll ein anderer Lastkahn mit
gleichen Abmessungen beladen werden. Wegen extremen Niedrigwassers ist der Wasserspiegel um 4 m
niedriger.

¢) Begriinde, dass der Kiesstrahl die Laderaumoéffnung auch in dieser Tiefe trifft.

d) Bestimme, um wie viel Meter das Forderband verschoben werden miisste, damit der Kies wieder
genau durch die Mitte der Laderaumo6ffnung féllt, und bestimme die Funktionsgleichung der entspre-
chend abgednderten Parabel, die nun den Kiesstrahl beschreibt.

Interpretiere die Losung innerhalb der durch obiges Bild dargestellten Gegebenheiten. Beachte
dabei zusétzlich, dass das obere Transportband, auf dem der Kies transportiert wird, in 75 cm
Abstand zum Boden verlduft. Das Forderband ist horizontal beweglich.
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26. Laichplatze Losung S.125

Um zu ihren Laichpldtzen zu gelangen, miissen Lachse verschiedene geféhrliche Stufen iiber-
winden. Nach 11 Stufen haben die Lachse ihr Ziel erreicht. Es wird angenommen, dass an jeder
Stufe 3% der angekommenen Lachse ausscheiden.

1000 Lachse machen sich auf den Weg.

a) Berechne die Anzahl der Lachse, die die Laichpldtze erreichen.

b) Berechne die Anzahl der Gefahrenstellen, nach denen erstmalig weniger als 85 % der Lachse
vorhanden sind.

c) Nach jeder 5. Gefahrenstufe gibt es Béren, die jeweils konstant 250 Lachse wegfangen.
Berechne, wie viel Prozent der Lachse jetzt noch ihr Ziel erreichen.

d) Vergleiche die Ergebnisse der Teilaufgaben a) und c¢), wenn
(1) doppelt so viele Lachse losschwimmen,
(2) doppelt so viele Lachse pro Gefahrenstelle ausscheiden (also 6 %).

e) In den Aufgabenteilen a) bis d) haben wir mit einem idealisierten mathematischen Modell
gearbeitet. Tatsédchlich sind die Gefahrenstellen unterschiedlich. Vergleiche die Anzahl der
Lachse aus Teilaufgabe c), die am Laichplatz ankommen, wenn entweder die erste Gefahren-
stelle eine Verlustrate von 20% oder die letzte Gefahrenstelle eine Verlustrate von 20% be-
wirkt.
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27. Algen? Lésung S. 126

Auf einem Teich wachsen zwei Algensorten. Sorte A bedeckt zu Beginn des Beobachtungszeitraums
3 m? Sorte B 7 m”. Bei Sorte A verdoppelt sich die bedeckte Fliche in 3 Tagen, bei Sorte B in 5 Tagen.

a) Gib die Funktionsgleichungen fiir das Wachstum beider Algensorten an.
Zeichne die Graphen fiir beide Funktionen flir einen Beobachtungszeitraum von mindestens
2 Wochen in ein gemeinsames Koordinatensystem. Verwende eine sinnvolle Skalierung.

b) Bestimme fiir beide Sorten den Wachstumsfaktor pro Tag und die tigliche prozentuale Zunahme.

¢) Bestimme anhand der Zeichnung, nach wie vielen Tagen die von beiden Sorten bedeckte Flache
gleich grof ist, und tiberpriife dein Ergebnis mittels einer Rechnung.

d) Beiungehindertem Wachstum wére der Teich nach 23 Tagen vollstindig mit den beiden Algen
bedeckt. Bestimme die GroBe des Teichs.

2 Bearbeitet nach: Elemente der Mathematik, Unterrichtsmaterialien, Band 3, S. 252, Schroedel, Hannover 2002.
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28. C Losung S. 128

In der Atmosphire der Erde findet man in geringen Mengen das radioaktive Kohlenstoffisotop '“C. Ob-
wohl es mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren zerfillt, ist sein Gehalt in der Atmosphére konstant, da
es durch kosmische Strahlung immer wieder neu gebildet wird. Jeder lebende Organismus enthélt, wiah-
rend er lebt, den gleichen Anteil an '*C-Atomen unter allen Atomen. Das liegt daran, dass die Pflanzen
bei der Atmung CO, aufnehmen und damit auch '*C. Durch die Nahrungskette gelangt es in Menschen
und Tiere.

Stirbt der Organismus, so atmet und ernéhrt er sich nicht mehr. Damit wird kein '*C mehr nachgeliefert.
Das vorhandene “C zerfallt im abgestorbenen Gewebe, und die ,,Radiokarbonuhr* beginnt zu ticken.
Wenn man den '“C-Anteil von lebender und toter Substanz vergleicht, ldsst sich daraus der Zeitpunkt
bestimmen, von dem an keine Nahrung mehr aufgenommen wurde. So kann z.B. auf das Alter antiker
Holzstiicke oder Knochen geschlossen werden.

a) Gib an, wie viel Prozent des urspriinglichen '*C nach 5 730 Jahren / nach ca. 11 500 Jahren noch ge-
messen wird.

b) Zeichne einen Graphen, welcher dem Alter (bis 24 000 Jahre) die noch vorhandene Menge “C in
Prozent zuordnet.

¢) 1992 wurde in den Otztaler Alpen die Leiche ,,0tzi“ gefunden. Als diese nach ihrer Bergung genau
untersucht wurde, entpuppte sie sich als die élteste Gletscherleiche der Welt. In ihren Knochen wur-
den 53% des urspriinglichen '“C-Gehalts festgestellt. Berechne, vor wie vielen Jahren dieser Mensch
etwa gelebt hat.

d) Berechne, wie viel Prozent des '“C-Anteils die Mumie des dgyptischen Pharaos Tutanchamun (Regie-
rungszeit 1332 bis 1323 v. Chr.) bei der Graboffnung 1922 enthielt.

e) Die Lascaux-Hohle in Frankreich ist berithmt fiir ihre Hohlenmalereien. Holzkohle aus der Zeit, als
diese Hohle bewohnt war, hatte im Jahr 1950 eine '*C-Zerfallsrate von 0,97 Zerfillen pro Minute und
Gramm. "*C in lebendem Holz hat eine Zerfallsrate von 15,3 Zerfillen pro Minute und Gramm.
Bestimme, wann diese Hohlenmalereien vermutlich entstanden sind.
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29. Gefahr aus dem Weltall®

Ein Science-Fiction-Film erzihlt die folgende Story:

In einer Raumstation werden
biologische Experimente vorge-
nommen. Durch den Fehler eines
unaufmerksamen Gentechnikers
wird ein 1 mm langer und norma-
lerweise harmloser Wurm so um-
programmiert, dass seine Lénge
exponentiell zunimmt. Die Ab-
bildung zeigt das Wachstum des
Wurmes in den ersten 80 Minu-
ten.

a) Bestimme die Zeit, nach der
sich die Lédnge des Wurmes

Lénge in mm

LOosung S. 129

1/3

2/3

1173

b)

c)

d)

e)

verdoppelt hat. Zeitinh

e Erstelle eine Funktionsgleichung, die das Wachstum des Wurmes beschreibt; gib dabei die Zeit in
Stunden an.

e Berechne die Linge des Wurmes nach 5 Stunden. Gib dein Ergebnis in einer sinnvollen Einheit an.

Zunichst bemerkt der unaufmerksame Genforscher nicht, welch verhidngnisvollen Fehler er begangen
hat. Erst nach 5 Stunden wird ithm klar, dass er es weder schafft, den Wurm zu vernichten, noch dessen
verhdngnisvolles Wachstum aufzuhalten. Daher sendet er genau 5 Stunden nach Beginn der Katastro-
phe ein warnendes Funksignal zur 1 Lichttag entfernten Erde.

Das Funksignal breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus, also mit 300 000 km/s.
Gib die Strecke an, die das Funksignal nach 1 Stunde bzw. 1 Tag zuriickgelegt hat.

Beschreibe, worin sich das Ausbreitungsverhalten des Funksignals vom Wachstum des Wurmes unter-
scheidet.

Der Wurm wichst genau in Richtung Erde. Berechne, wann der aggressive Wurm mit seinem Vorder-
teil die Erde erreicht.

Entscheide, ob das warnende Funksignal die Erde noch vor dem Eintreffen des Wurmes erreicht, da-
mit mogliche Abwehrsysteme aktiviert werden konnen.

52

Diese Story vernachléssigt die Tatsache, dass es keine hohere Geschwindigkeit jenseits der Lichtgeschwindigkeit
geben kann.



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

Idee des funktionalen Zusammenhangs

30. Stuntman’

Ein Stuntman will mit seinem Auto von einer
waagerechten Plattform abspringen und einen
neuen Weitenrekord aufstellen. Die Flugweite
héngt ab von der Geschwindigkeit des Autos und
der Hohe der Plattform.

Dabei gilt folgende Gleichung fiir die Flugweite

W (inm): W=V- /%h

Darin ist v die Geschwindigkeit des Autos (in %) , h die Absprunghdhe (in m) und g die Erdbeschleuni-

gung, die in unseren Breiten 9,81 = betragt.

a) Berechne die Flugweite fiir eine Absprunggeschwindigkeit von 100 kTm und eine Hohe von 2 m.

b) Entscheide, ob es moglich ist, mit einem normalen PKW eine Flugweite von 100 m bei einer Ab-
sprunghéhe von 2 m zu erreichen.

c¢) Der bisherige Weitenrekord fiir einen Sprung mit einem Auto lag bei 50 m. Bestimme die Absprung-
hohe, die gewdhlt werden miisste, um mit 1401%1 weiter als 50 m zu springen.

d) Fiir das Aufstellen eines Rekords wird tiberlegt, wie sich eine Vergroflerung der Geschwindigkeit und
der Absprunghohe auf die Flugweite auswirken. Bestimme allgemein, wie sich die Flugweite bei

(1) einer Verdopplung der Geschwindigkeit bei gleich bleibender Hohe
(2) einer Verdopplung der Hohe bei gleich bleibender Geschwindigkeit
andert.

4 Bearbeitet nach: Elemente der Mathematik, Unterrichtsmaterialien, Band 3, S. 68, Schroedel, Hannover 2002.
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31. Briicken Losung S. 131

Spannweite B

OUOH

o) ‘ o)

In der obigen Abbildung siehst du eine Hangebriicke. [hre Spannweite betrdgt 40 m, die Hohe der oberen
Befestigungspunkte {iber der Fahrbahn betrdgt 12,5 m. Die Fahrbahn ist an zwei Haupttrageseilen aufge-
héngt.

a)

b)

d)

54

Die Hauptseile im mittleren Abschnitt haben annéhernd die Form einer Parabel. Diese ist in dem un-
ten stehenden Koordinatensystem noch einmal dargestellt.

y
A

» X

Zeichne die Langenangaben in das obige Koordinatensystem ein und gib dann die Koordinaten der
Punkte A und B an.

Im Folgenden werden 4 Vorschldge fiir eine Funktionsgleichung gemacht, die zu der abgebildeten
Parabel gehort. Wéhle den korrekten Vorschlag aus.

M f=x () fx) =40x+12,5  (3) f(X) =0,03125% (4) f(x) =12,5% + 40

In der Abbildung ganz oben auf dieser Seite kann man erkennen, dass die Fahrbahn in regelméaBigen
Absténden mit senkrechten Stahltrageseilen an den Hauptseilen befestigt ist. Im mittleren Bereich der
Briicke befinden sich auf jeder Fahrbahnseite 6 Trageseile. Bestimme rechnerisch die Gesamtlange
der Stahltrageseile, die fiir den mittleren Briickenabschnitt fiir beide Fahrbahnseiten bendtigt werden.

In der unten stehenden Abbildung ist eine Eisenbahnbriicke dargestellt, die {iber eine Stral3e fiihrt.
Der Bogen der Briicke bildet eine Parabel mit der Gleichung f(x) =— 0,16x2.

y
A

Hohe
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Begriinde mithilfe einer Rechnung, dass die maximale Hohe der Durchfahrt 4 m betrégt.

Bestimme rechnerisch, wie breit ein 3,19 m hoher LKW sein darf, damit er gerade noch unter der
Briicke hindurch fahren kann. Dabei darf er entsprechend den Verkehrsregeln nur auf der rechten
Fahrbahnseite fahren.

e) Eine andere Briicke hat die Form einer Pa-
rabel mit den folgenden Eigenschaften y
(Langen in m): |

Der Scheitelpunkt der Parabel ist S (0 145). Autobahn

Der Stiitzpfeiler p; trifft den Parabelbogen i
im Punkt P (50/20). JY 7 Ps |4

Fiir den Briickenbogen gilt die allgemeine Gleichung y =ax’ +c.

. . . . 1
Bestimme a und ¢ und zeige, dass die Gleichung fiir den Briickenbogen y = ——x* + 45 lautet.
100

f) Wie weit sind die FuBpunkte der Pfeiler p; und p, voneinander entfernt?
Berechne und runde das Ergebnis auf einen ganzzahligen Wert.
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32. Flacheninhalt eines Rechtecks Lésung S. 132

Wir betrachten Rechtecke mit folgenden Eigenschaften:

Zwei Seiten liegen auf den Koordinatenachsen, ein Eckpunkt liegt im Ursprung O und einer auf der
Geraden g.

In der Skizze siehst du zwei Beispiele: die Rechtecke OBCD und OEFG (Seitenldngen bzw. Einheiten der
Achsen in cm).

y
N
D¢ C

5

g

G ¢ F

[ 4 . 4 ;
O B 5 E 10 X

a) Berechne den Fliacheninhalt der Rechtecke OBCD und OEFG. Die Zahlen sind in Zentimetern ange-
geben.

b) Gib die Geradengleichung fiir g an.

(Sollte dir dies nicht gelingen, arbeite mit der folgenden — nicht mit der Losung iibereinstimmenden —
Geradengleichung weiter: h(x) =-0,5 X + 5,5.)

c) Entscheide, ob der Punkt (-2 | 7,5) auf der Geraden g liegt.

d) Die Flacheninhalte der beiden betrachteten Rechtecke OBCD und OEFG sind unterschiedlich grof3.
Bestimme die Funktionsvorschrift fiir die Funktion A, mit welcher die Flacheninhalte der Rechtecke
berechnet werden kdnnen.

(Sollte dir dies nicht gelingen, arbeite mit der folgenden (nicht mit der Losung iibereinstimmenden)
Funktionsgleichung weiter: A(X) = 0,5 X* + 5,5 X.)
e) Bestimme das Rechteck mit dem maximalen Flacheninhalt.

f) Man kann den in e) betrachteten Sachverhalt verallgemeinern:
Durch f(x)=ax+b mita <0 undb > 0 ist eine beliebige Gerade f gegeben, deren entsprechende
Rechtecke auch im I. Quadranten liegen.
Zeige; dass das Rechteck mit dem maximalen Flacheninhalt fiir jede solche Gerade bei
Xae =73 X liegt.

max Nullstelle
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33. Rechteck im Trapez Losung S. 134

Das nebenstehende Trapez ABCD ist in ein Koordinaten-
system eingetragen mit A(0|0), B(8]0), C(8/3) und d
D0 15).

Jeder Punkt der Trapezseite CD ist Eckpunkt eines
Rechtecks, das dem Trapez einbeschrieben ist. Die Seiten
der einbeschriebenen Rechtecke sind parallel zu den Ko-
ordinatenachsen. Der Punkt A ist Eckpunkt eines jeden
einbeschriebenen Rechtecks.

a) Berechne den Flicheninhalt des Trapezes ABCD.

b) Der Punkt P(2]y) liegt auf der Seite CD und ist somit
Eckpunkt eines einbeschriebenen Rechtecks.

Trage das zugehorige Rechteck in die Figur ein und &
bestimme seinen Flacheninhalt. A

c) Bewegt sich der Punkt P(x | y) auf der Strecke CD , so dndert sich der Flicheninhalt A des zugehorigen
Rechtecks. Begriinde, dass sich der Flicheninhalt A durch die Funktionsgleichung

A(X)=X-(-1,5x+15)=-1,5x2+15x
berechnen ldsst, wobei X die erste Koordinate des Punktes P ist.

d) Bestimme das einbeschriebene Rechteck, das den grofiten Fldcheninhalt hat.
Begriinde deine Vorgehensweise.

e) Der Punkt P (%|%] liegt auch auf der Seite CD .
Gib die Gleichung der Geraden durch A und Pg an und zeige, dass diese Gerade senkrecht auf der
Seite CD steht.
Hinweis:
Du kannst Geradensteigungen betrachten oder zeigen, dass das Dreieck APsD rechtwinklig ist.
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34. Lohnerhdhung Losung S. 136
4
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Die Grafik zeigt drei verschiedene Modelle (Modell A, Modell B, Modell C) fiir Lohnerhéhungen.

a) Bestimme mittels einer Tabelle (200 €, 400 €, 600 €, ..., 1600 €) die Lohnerh6hungen der verschiede-
nen Modelle in Abhingigkeit vom Lohn.

b) Erstelle eine weitere Grafik fiir die verschiedenen Modelle, die den Zusammenhang zwischen dem
Lohn (in €) und der Lohnerhéhung (in %) darstellt.

c) Beide Grafiken stellen den gleichen Sachverhalt dar. Eine soll in einer Veroffentlichung erscheinen
(z. B. als Zeitungsartikel). Welche wiirdest du auswéhlen, wenn du Modell A bevorzugst?
Begriinde deine Wahl.

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.
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35. Herr Sorgenfrei Losung S: 137

Herr Sorgenfrei mochte 50 000 Euro als Altersvorsorge anlegen. Sein Bankberater bietet ihm zwei
Modelle an: Beim ersten Modell wird das Geld fiir 16 Jahre festgelegt. Dann erhélt Herr Sorgenfrei
93 649,06 Euro ausgezahlt. Beim zweiten Modell gibt es nur 3,25 % Zinsen pro Jahr. Dafiir ist der nach
16 Jahren ausgezahlte Betrag steuerfrei (Kapital bildende Lebensversicherung).

a) Berechne, mit welchem Zinssatz das Geld von Herrn Sorgenfrei nach dem ersten Modell jahrlich
verzinst wird.

b) Wenn das Geld nach dem ersten Modell ausgezahlt wird, muss Herr Sorgenfrei seinen Gewinn mit
25 % versteuern.
Berechne andererseits, mit wie viel Geld Herr Sorgenfrei beim zweiten Modell nach 16 Jahren rech-
nen kann.
Vergleiche die Ertrage der beiden Geldanlagen miteinander.

c) Die Schwester von Herrn Sorgenfrei mdchte zum gleichen Auszahlungszeitpunkt ebenfalls iiber
93 649,06 Euro verfiigen. Ihre Entscheidung dafiir trifft sie aber zwei Jahre spiter als ihr Bruder. Gib
an, wie viel Startkapital sie einsetzen muss, um nach dem zweiten Modell auf die gewiinschte Summe
zu kommen.

d) Herr Sorgenfrei ist sehr vorsichtig. Er rechnet fiir die Zukunft mit einer jahrlichen Geldentwertung
von 2 % (Inflationsrate).
Berechne, wie hoch die Kaufkraft von 50 000 Euro nach 16 Jahren dann noch ist.
Berechne dann, wie hoch beim ersten Modell die Kaufkraft des Vermogens von Herrn Sorgenfrei
(einschlieBlich Zinsen und nach Abzug der Steuern) nach 16 Jahren ist.

e) Berechne, wie lange Herr Sorgenfrei sein Geld nach dem zweiten Modell anlegen muss, um den Be-

trag zu verdoppeln. Berechne, wie lange er 100 000 Euro anlegen muss, um auch diesen Betrag zu
verdoppeln. Erklire den Zusammenhang zwischen den beiden Ergebnissen.
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36. Lotterie auf dem Schulfest Losung S. 138

Eine 10. Klasse mochte zur Gestaltung eines Schulfestes durch eine Lotterie beitragen.

In einer Lostrommel sollen sich verschiedenfarbige Kugeln befinden, die am Ende des Schulfestes nach-
einander ohne Zuriicklegen gezogen werden. Wer diese Reihenfolge richtig getippt hat, erhélt einen Ge-
winn. Die Teilnehmer der Lotterie geben ihren Tipp vor der Ziehung auf einem Losschein ab. Die Schiile-
rinnen und Schiiler gehen davon aus, dass sie etwa 500 Tippscheine verkaufen werden.

Zur Vorbereitung der Lotterie nutzen die Schiiler ihre Stochastik-Kenntnisse und {iberlegen zuerst, wie
viele Kugeln sie in die Lostrommel legen wollen.

a) Ein erster Vorschlag ist, eine rote, eine blaue und eine gelbe Kugel in die Lostrommel zu tun.
Gib alle mdglichen Ergebnisse an.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir die Reihenfolge: rot — blau — gelb.

Der Klasse erscheinen nach diesen Betrachtungen 3 Kugeln als zu wenig. Es wird entschieden, zwei wei-
tere Kugeln (weil}, schwarz) in die Lostrommel zu geben.

b) Bestimme die Anzahl der moglichen Ergebnisse mit fiinf Kugeln.

c) Bestimme einen sinnvollen Schitzwert fiir die Anzahl der Gewinne, wenn alle Tippscheine verkauft
werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler kalkulieren zundchst mit einem Preis von 1,50 € pro Tippschein. Sie haben
25 € Kosten fiir die Vorbereitung der Lotterie und wollen 5 Gewinne im Wert von je 100 € kaufen. Au-
Berdem wollen die Schiiler 30 % der Verkaufseinnahmen fiir ihre eigene Abschlussfeier behalten.

d) Beurteile, ob die Schiiler mit dieser Planung die vorgegebenen Ziele erreichen kdnnen, wenn alle
Tippscheine verkauft werden.
Auch wenn alle Tippscheine verkauft werden, birgt die Planung mogliche Risiken. Beschreibe und
beurteile ein Risiko.

e) Die folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeiten dafiir an, dass eine bestimmte Anzahl von Ge-
winnen auftritt.

Anzahl der Gewinne 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wahrscheinlichkeit in
Prozent

1,564 |13,4|187|19,5|163| 11,3 6,7 |35 | 1,6 | 0,7

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 10 Gewinne auftreten, betrdgt etwa 0,4 %.
Erstelle mithilfe dieser Tabelle eine risikodrmere Planung (fiir 5 Kugeln in der Lostrommel) und be-
griinde sie.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

37. Lotterie Losung S. 139

Eine Klasse mdchte auf dem Schulfest eine Lotterie durchfiih-
ren. Dafiir verwenden sie fiinf Holzplattchen, auf denen je eine
der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 steht (siehe Abbildung).

Diese fiinf Plattchen werden nacheinander ohne Zuriicklegen
aus einer Lostrommel gezogen und in der gezogenen Reihenfol-
ge hintereinander gelegt. Sie bilden dann eine flinfstellige Zahl.

a) Bestimme die Anzahl der méglichen Zahlen, die gezogen werden konnen.
(Zur Kontrolle: 120).

Die Schiilerinnen und Schiiler stellen dazu nun 1200 Lose her, auf denen je eine der 120 moglichen Zah-
len als Losnummer gedruckt wird. Sie machen das so, dass insgesamt jede Losnummer genau 10-mal
vorkommt.

Im Laufe des Schulfestes sollen die Lose verkauft werden. Zu einem geeigneten Zeitpunkt findet danach
die ,,Ziehung* statt, wobei mit den 5 Pléttchen — wie beschrieben — die Gewinnzahl gezogen wird.
Die Klasse tiberlegt sich einen ,,Gewinnplan®, der als Plakat {iberall ausgehiangt werden soll (siche Anla-

ge).

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Kéufer eines einzigen Loses, dass er einen Gutschein fiir
ein Buch gewinnt.

¢) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Kéufer eines einzigen Loses, dass er einen Gutschein fiir

. . . . . 5
eine ,,Riesenwurst mit Beilage™ gewinnt (zur Kontrolle: p=—=

1
120 24 )
Die Schiiler planen, ein einzelnes Los fiir 0,50 € zu verkaufen.
Material und Druckkosten betragen insgesamt 12 €.
Die Kugelschreiber sind als Werbegeschenk von einem Elternvertreter gestiftet worden.
Eine ,,Riesenwurst mit Beilage* kalkulieren die Schiiler mit 2 € und ein Buch mit 30 €.

d) Berechne, wie viel Geld die Schiiler bei ihrer Kalkulation iibrig behalten werden, wenn sie alle 1200
Lose verkaufen.
Bei der staatlichen Lotterie miissen mindestens 50 % der Einnahmen fiir Gewinne ausgegeben wer-
den. Entscheide, ob das bei der hier betrachteten Lotterie der Fall ist.

e) Bestimme, wie viel Geld die Schiiler bei ihrer Kalkulation mindestens iibrig behalten werden und wie
viel héchstens, wenn sie nur 1 000 Lose verkaufen werden.

Hinweis: Gutscheine fiir nicht vergebene Preise brauchen auch nicht bezahlt zu werden.

f) Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir den Kéufer eines einzigen Loses, dass er liberhaupt etwas ge-
winnt.
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Idee der Wahrscheinlichkeit
38. Spielenachmittag Losung S. 140

Bjorn und Eva verbringen den Nachmittag damit, miteinander zu ,,wiirfeln“. Sie verwenden einen norma-
len Spielwiirfel (Laplace-Wiirfel) mit den Zahlen 1 bis 6.

Jeder darf einmal wiirfeln. Wer die hohere Augenzahl hat, gewinnt. Bei zwei gleichen Zahlen endet das
Spiel unentschieden.

Zunichst wirft Bjorn als erster.

a) e Bjorn hat eine ,,2* gewlirfelt. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass er noch gewinnt.

e Bjorn hat eine ,,3° gewlirfelt. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass nun Eva gewinnt.

b) e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Spiel unentschieden ausgeht.
e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Eva eine ,,2* wiirfelt und damit gewinnt.

e Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Bjorn eine ungerade Zahl wiirfelt und damit ge-
winnt.

¢) Eva mochte nun unbedingt als erste wiirfeln. Entscheide, ob ihr dies einen Vorteil bringen
wiirde.

d) Die beiden beschlieBen eine Abwandlung des Spieles: Bjorn wirft wieder zuerst und dann Eva. Wenn
zwei gleiche Zahlen gewiirfelt werden, wiirfelt Eva solange weiter, bis sie eine andere Zahl als Bjorn
hat.

Begriinde sinnvoll (ohne Rechnung), dass das Spiel fair ist.

e) Beide setzen pro Spiel je 10 Cent, und der Gewinner bekommt jeweils den ganzen Einsatz. Nachdem

die beiden 50 Runden gespielt haben, ist Eva im Plus: Sie hat einen Uberschuss von 40 Cent. Bjérn
beschwert sich: ,,Das kann doch gar nicht sein! Setze dich mit der Behauptung Bjorns auseinander!
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Idee der Wahrscheinlichkeit

39. Verkehrszahlung

Losung S. 142

An einer HauptstraBBe wird wihrend mehrerer ganzer Werktage eine Verkehrszéhlung durchgefiihrt, bei
der ermittelt wird, wie viele Personenkraftwagen in der jeweiligen Stunde vorbeikommen. Dabei werden
gleichzeitig die Pkws gezdhlt, in denen der Fahrer nicht angeschnallt ist. Die Ergebnisse dieser Zahlung
sind in der folgenden Tabelle und im Diagramm zusammengefasst:

Zeitraum 0-1

1-2

2-3

3-4

4.5

5-6

6-7

7-8

8-9

9-10

10-11

11-12

Anzahl der

Pkws 243

168

105

122

457

1452

2512

4420

3613

1625

1471

1859

Angzahl nicht
angeschnall- 67
ter Fahrer

52

38

41

62

105

187

269

256

157

122

175

Zeitraum 12-13

13-14

14-15

15-16

16-17

17-18

18-19

19-20

20-21

21-22

22-23

23-24

Anzahl der

Pkws 2067

1898

2856

3980

4824

5468

3765

2603

1520

1288

956

723

Anzahl nicht
angeschnall- 203
ter Fahrer

169

284

395

388

424

382

326

214

197

172

150

Verkehrszahlung

B Anzahl der PKWs

Anzahl nicht
u angeschnallter Fahrer

6000

5000

4000

3000 -

Anzahlen

2000 -

1000

0

Tageszeit

0 Uhr - 1 Uhr

1 Uhr - 2 Uhr
2 Uhr - 3 Uhr
3 Uhr - 4 Uhr
4 Uhr -5 Uhr

5 Uhr - 6 Uhr

7 Uhr - 8 Uhr
8 Uhr - 9 Uhr
9 Uhr - 10 Uhr

6 Uhr - 7 Uhr
10 Uhr - 11 Uhr

11 Uhr - 12 Uhr
12 Uhr - 13 Uhr

13 Uhr - 14 Uhr

14 Uhr - 15 Uhr

15 Uhr - 16 Uhr
16 Uhr - 17 Uhr

17 Uhr - 18 Uhr
18 Uhr - 19 Uhr

19 Uhr - 20 Uhr
20 Uhr - 21 Uhr

21 Uhr - 22 Uhr
22 Uhr - 23 Uhr

23 Uhr - 24 Uhr

Betrachte die Aussagen a) bis g) iliber die Verkehrszdhlung und entscheide, ob sie aufgrund der Daten

richtig sind. Begriinde jeweils deine Entscheidung.
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a) Der Verkehr war am spiaten Nachmittag am stérksten.

b) Wihrend der Nachtstunden von 22 Uhr bis 7 Uhr wurden nicht mehr Autos gezéhlt als in einer belie-
bigen Stunde am Nachmittag.

c) Je stirker der Verkehr, desto grofSer ist der Anteil der nicht angeschnallten Fahrer.

d) Im Durchschnitt fuhren etwa 1500 Pkws in jeder Stunde an den Verkehrszihlern vorbei.

e) Zu Spitzenzeiten kommt mehr als ein Auto pro Sekunde vorbei.

f) Zwischen 5 Uhr und 18 Uhr iibersteigt der Anteil der nicht angeschnallten Autofahrer nie 10 %.

g) Von 0 bis 4 Uhr ist mehr als ein Viertel der Autofahrer nicht angeschnallt.

h) Die ortliche Tageszeitung berichtet mit der Schlagzeile: ,,Nachts fahren die meisten Autofahrer nicht
angeschnallt” {iber die Ergebnisse der Verkehrszéhlung.

Diese Schlagzeile enthélt verschiedene Interpretationsmoglichkeiten. Setze dich mit zwei dieser Inter-
pretationsmoglichkeiten auseinander.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

40. Mensch argere dich nicht Losung S. 144

Die dunkle Spielfigur ist am Zug. Gehe davon
aus, dass sie auch beim Werfen einer 6 bewegt
wird.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass die
dunkle Spielfigur beim nachsten Wurf

a) in das Haus, d. h. auf die Felder a, b, ¢ oder
d, gelangt,

b) weder die andere Spielfigur schldgt noch in
das Haus gelangt.

Beim Spielbeginn braucht man eine Sechs, um eine Figur auf das Startfeld stellen zu knnen. Hat man
keine Figur im Feld, so hat man drei Versuche, um eine Sechs zu wiirfeln; gliickt hier keine Sechs, muss
man bis zur ndchsten Runde warten.

c) Felix hat im ersten Wurf eine Zwei gewiirfelt, im zweiten Wurf eine Fiinf.
Gib an, mit welcher Wahrscheinlichkeit er im dritten Wurf eine Sechs wiirfelt.

d) Wenn man ,,Gliick hat*, kann man in der ersten Runde (also mit hochstens 3 Wiirfen) seine Figur auf
das Startfeld stellen.
Beschreibe die Situation durch ein Baumdiagramm. Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, ,,Gliick
zu haben®. Interpretiere ,,Gliick haben‘ mithilfe deines Ergebnisses.

e) Felix hat es schon drei Runden lang nicht geschafft, eine Figur einzuwiirfeln. Den Trénen nahe sagt
er: ,,Das ist so unfair! Das passiert nur in jedem tausendsten Fall, und ausgerechnet bei mir muss das

passieren!‘
Entscheide, ob Felix Recht hat.

f) ,,Ach was, hab® dich doch nicht so!* antwortet seine Schwester Miriam. ,,Schau, wir sind vier Spieler,
und da muss man schon davon ausgehen, dass einer von ihnen im ersten Durchgang nicht raus-
kommt.*

Beurteile Miriams Argumentation und vergleiche sie mit der von Felix.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

41. Quader Losung S. 145
Gerd, Frauke und Martha wollen auf ihrem Schul- T
fest eine Wiirfelbude aufmachen. 3 13
,3 cm
Allerdings soll nicht mit einem normalen Wiirfel, 6
sondern mit einem Quader (siche Abbildung) ge-
worfen werden. 5
Mit dem Erlos aus dem Wiirfelspiel mochten die 2,3 cm
drei einen Zuschuss fiir die ndchste Klassenreise /
erwirtschaften. +— 2cm —>
a) Bevor sie sich ein schones Spiel iiberlegen konnen, miissen die drei erst einmal wissen, mit welcher

b)

Wahrscheinlichkeit die einzelnen Zahlen geworfen werden. Deshalb haben sie das Quaderwerfen
ausprobiert. Jeder hat 400-mal geworfen. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammenge-
fasst.

Berechne jeweils die absoluten Gesamthaufigkeiten fiir die einzelnen geworfenen Zahlen.

Berechne auch die relativen Haufigkeiten als Dezimalzahlen auf zwei Stellen nach dem Komma.

Gib die relative Haufigkeit als Prozentzahl ohne Nachkommastelle gerundet an.

1 2 3 4 5 6
Gerd 43 34 122 119 40 42
Frauke 43 36 115 125 33 48
Martha 46 35 117 123 32 47
Absolute Haufigkeit
Relative Haufigkeit

Relative Haufigkeit in Prozent

Gerd ist noch nicht zufrieden. Er meint: ,,Diese relativen Haufigkeiten kdnnen doch noch nicht unsere
endgiiltige Vorhersage darstellen. Ich schlage deshalb vor, die folgenden Wahrscheinlichkeiten als
Vorhersagemoglichkeit zu nehmen:

1 2 3 4 5 6
Wahrscheinlichkeit in Prozent 11 9 30 30 9 11

Beurteile Gerds Vorschlag, indem du die Griinde fiir seine Uberlegungen darstellst.

Fiir ihr Spiel haben sie sich einen Gewinnplan iiberlegt:

Jeder Spieler zahlt einen Einsatz von 1 €. Dann wird einmal mit dem Quader geworfen.

Wird eine 2 oder eine 5 geworfen, so erhélt der Spieler 5 € ausbezahlt. Ansonsten wird der Einsatz
einbehalten.

Konnen die drei damit rechnen, einen Gewinn zu machen? Begriinde durch eine Rechnung.
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d)

68

Sie mochten pro Spiel einen durchschnittlichen Gewinn von 0,70 € erzielen. Dabei sollen Einsatz und
Spielbedingungen gleich bleiben, sie mochten nur die Auszahlungssumme von 5 € verdndern.

Bestimme, welche Auszahlungssumme X zu diesem neuen Durchschnittsgewinn fiihrt.
Beurteile dein Ergebnis in Bezug auf die Attraktivitit des Spiels.

Die drei entscheiden sich fiir die Spielvariante aus Teil ¢).

Frauke behauptet: ,,Wir miissen ein Startkapital von 10 € mitbringen.” Martha antwortet: ,,Das brau-
chen wir nicht. Wir machen doch pro Spiel einen Gewinn.“ Gerd wirft ein: ,,Ich stimme Frauke im
Prinzip zu. Nur meine ich, dass wir mit dem Startkapital von 10 € nicht auskommen.*

Entscheide, wer Recht hat, indem du die Wahrscheinlichkeiten fiir N Auszahlungen hintereinander
(1 £n<£10) bestimmst und in deine Argumentation mit einbeziehst.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

42. Triebwerke Losung S. 147

Ein neues Airbusmodell soll 4 Triebwerke haben. Dazu werden neue Triebwerke konstruiert. Der Herstel-
ler der Triebwerke gibt die Ausfallwahrscheinlichkeit q bei durchschnittlicher Flugleistung und regelma-
Biger Wartung pro Jahr mit q = 10 an.

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe kannst du davon ausgehen, dass die Triebwerke unabhangig vonein-
ander ausfallen.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wihrend eines Fluges

e kein Triebwerk ausfillt,

e alle Triebwerke ausfallen,

e drei Triebwerke ausfallen,

e mindestens ein Triebwerk ausfillt.

Verwende — wenn notig — fiir die Losungen die Exponentialschreibweise.

b) Ein Schiiler mochte die Wahrscheinlichkeit errechnen, dass bei einem Flug genau ein Triebwerk aus-
fallt. Er rechnet.
P("genau ein Triebwerk fillt aus") = 0,0001-0,9999° = 0,00009997 ~ 0,001 % .

Seine Lehrerin stellt fest, dass er bei dieser Berechnung drei Fehler gemacht hat.

Gib die Fehler an und korrigiere sie.

¢) Eine Fluggesellschaft plant 50 Flugzeuge zu erwerben. Jedes Flugzeug soll im Durchschnitt jahrlich

650 Fliige absolvieren.
Die Fluggesellschaft verlangt vom Triebwerkhersteller, dass es zu nicht mehr als 2 Triebwerksaus-
fallen im Jahr kommt. Berechne, ob diese Forderung mit den Triebwerken zu erfiillen ist.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

43. Dominosteine Losung S. 148

Anna und Leo haben im Urlaub lange und viel Domino gespielt. Nun mdchten sie etwas Abwechslung
haben und iiberlegen, wie sie mithilfe der Dominosteine ein neues Spiel erfinden konnen.

Anna schligt vor: ,,Wir denken uns eine Regel aus, sodass entweder du gewinnst oder ich. Der Gewinner
erhilt 1 Spiel-Euro. Bei jedem Spielzug liegen alle Steine umgedreht auf dem Tisch. Ein Stein wird auf-
gedeckt und der Gewinner festgestellt. AnschlieBend wird der Stein wieder umgedreht, wir mischen die
Steine und das Spiel geht weiter.*

Ein Dominospiel besteht aus 55 unterschiedlichen Steinen (siche Abbildung).

&*5aaH===
258

a) Leo meint: ,Lass uns die Regel in Abhédngigkeit von der Gesamtaugenzahl auf einem Stein aufstel-
len.” Dazu bendtigen sie die folgende Tabelle. Bestimme die jeweiligen Anzahlen und trage sie in die
Tabelle ein.

._.
\]
w
N
o)
(@)Y
|
0
O

Gesamtaugenzahl 0 10 |11 |12 |13 |14 |15|16|17|18

Anzahl der Steine

b) Leo schldgt nun die folgende Spielregel vor: ,,Hat der aufgedeckte Stein eine einstellige Augenzahl,
gewinne ich. Sonst gewinnst du.” Anna ist damit nicht einverstanden: ,,Das Spiel ist nicht fair. Du
wiirdest haufiger gewinnen als ich.*

Entscheide, ob Anna Recht hat.

c) Beurteile, ob mit einer anderen Aufteilung der Steine zwischen Anna und Leo ein faires Spiel moglich ist.

d) ,,Wir miissen den Gewinn verdndern* meint Anna. ,,Ich schlage vor, dass du 40 Eurocent bekommst,
wenn der aufgedeckte Stein eine einstellige Augenzahl hat, anderenfalls bekomme ich 60 Eurocent.*
Beurteile diesen Vorschlag unter dem Gesichtspunkt eines fairen Spiels.

Bestimme, welcher Gewinn oder Verlust fiir Leo bei 50 Ziehungen zu erwarten ist.
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e) Anna und Leo haben sich einen neuen Gewinnplan ausgedacht. Diesmal wollen sie die Frage, ob das
Spiel fair ist, nicht durch eine Rechnung beantworten, sondern durch die Durchfiihrung von 50 Spie-
len.

Nachdem die beiden 50-mal entsprechend dem neuen Gewinnplan gespielt haben, hat Anna viel mehr
Spielgeld als Leo.

“Damit haben wir gezeigt, dass unser neuer Gewinnplan nicht fair ist“, meint Leo. ,,Das finde ich
nicht®, sagt Anna, ,,wir haben doch nur 50-mal gespielt. Wir hitten viel hdufiger spielen miissen, da-
mit sich die Gewinne und Verluste ausgleichen.*

Entscheide, wer Recht hat.

f) Bestimme einen moglichen Gewinnplan fiir ein faires Spiel.

Damit man viele Gewinnpldne entwickeln kann, wird eine Strategie bendtigt. Beschreibe eine solche
Strategie.
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Idee der Wahrscheinlichkeit

44. Wortlegespiel Losung S. 149

In einem Wortlegespiel wie z. B. Scrabble werden nur die 26 GroBbuchstaben des Alphabets (d.h. kein A,
0, U) verwendet. Die Buchstabenplittchen sind wie folgt vorhanden:

Buchstabe A E I 0] U iibrige Buchstaben (Konsonanten)

Anzahl 25 | 30 | 15 | 10 | 10 jeweils 18

a) Zeige, dass es insgesamt 468 Buchstabenplittchen sind.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir das einmalige Ziehen eines Buchstabenpléttchens mit
—einem A,
—keinem B,
— einem Konsonanten,
— einem der letzten 13 Buchstaben des Alphabets.

¢) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei dreimaligem Ziehen eines Buchstabenplattchens
ohne Zuriicklegen
— drei Vokale gezogen werden,
— erst ein Vokal, dann ein Konsonant und dann wieder ein Vokal gezogen werden.

d) Sarah triumphiert: sie hat viermal gezogen und zwar (in dieser Reihenfolge) die Buchstaben
H A U S. Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Erfolg.

e) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, die vier Buchstaben aus d) ohne Beriicksichtigung der Rei-
henfolge zu ziehen. Vergleiche deine Ergebnisse aus d) und e) miteinander.

72



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10, Hinweise und Beispiele zu den Aufgabenstellungen

Idee der Wahrscheinlichkeit

45. Volksabstimmung Losung S. 151

Am 29. Mai 2005 stimmten die Franzosen iiber die Verfassung der Europdischen Union ab, am 1. Juni
2005 die Niederlander.

Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle zu finden:

Frankreich Niederlande
Zahl der Abstimmungsberechtigten 42,0 Millionen 11,6 Millionen
Abstimmungsbeteiligung 70 % 64 %
Anteil der Ja-Stimmen 45,1 % 38,4 %
Anteil der Nein-Stimmen 54,9 % 61,6 %

a) Bestimme die Zahl der Franzosen, die sich am Referendum beteiligt haben.

b) Zeige, dass in den Niederlanden etwa 2 850 000 Biirger mit ,,Ja* gestimmt haben.
Entscheide: Kann man sagen, dass sich in den Niederlanden die Mehrheit der Biirger gegen die Ver-
fassung entschieden hat?

¢) Der franzosische Priasident und der niederlédndische Premierminister seufzen nach der Abstimmung:
»Wenn doch nur (jeweils) eine halbe Million mehr zur Abstimmung gegangen wéren und mit ,,Ja*“ ge-
stimmt hétten, dann sihe alles anders aus.*
Entscheide: Stimmt diese Aussage?

Im Vorfeld der Abstimmungen gab es in beiden Landern reprasentative Befragungen der Biirger mit fol-
genden Ergebnissen:

Frankreich Niederlande
Zahl der Befragten 600 1200
,lch werde zur Abstimmung gehen* 410 760
,,lch werde fiir die Verfassung stimmen* 206 304
,lch werde gegen die Verfassung stimmen® 204 456

d) Berechne, wie gut die Abstimmungsbeteiligung in den Niederlanden vorhergesagt wurde.

e) Auf den ersten Blick widerspricht das Ergebnis der Befragung in Frankreich dem Ergebnis der Ab-
stimmung.
Bestimme, wie viele der 410 befragten Wahlwilligen andere Aussage hitten machen miissen, um bei
der Befragung denselben ,,Nein“-Anteil zu erzielen wie bei der groBen Abstimmung.

Die Wahlforscher geben zu bedenken: “Wir konnen bei solchen Befragungen, bei denen wir n Personen
interviewen, nur einen Sicherheitsbereich angeben. Die Breite dieses Bereichs berechnen wir etwa so:

1 . . 1
b ~ — . Und deswegen kénnen wir sagen: Unsere Vorhersagen sind nur auf b ~100-—

A A

f) Bestimme den Wert fiir b im Falle der Franzosen und entscheide, ob das Ergebnis der Abstimmung
noch in diesem Bereich lag.

Prozent genau.*
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3. Erwartungshorizonte zu den Aufgaben und Bewertungshinweise

3.1 Aufgaben, die ohne Einsatz des Taschenrechners bearbeitet werden

3.1.1 Beispiel fiur eine Prufungsaufgabe

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
1. |a) 0,0045-2000 =9 c) 1

b) 225min=3,75h c) 1

4
c) gm =80cm a) 1

5
d) . 62,5 % ) 1
e) 2-X)-(3+4x)=—4x"+5x+6 b) 1
) u=VW+w a) 1
g 04m’ b) 1
hy st d) 1

2

i) V2 _ 3 a) 1

V8
i) 2"=128, n=7 0) 1
k) 8 d) 1
) 375% c) 1
m) 9-[5x+—j—x a) 1
n) 120 d) 1
0) 6 C) 1
p) T0€ ) 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
2 |a) L=102;-2
) { =3 1
¢) L={-42} 1
d L={1} 1
Der Punkt pro Teilaufgabe wird nur bei vollstindiger Losung gegeben. Auch an-
dere Notationen der Losung(en) sind zuléssig.
3. la) 3,84-10°km, 10"m, 7,783-10°km, 9,461-10"km 21 2
b) 10000 = 10" 1
c) 10”:50=2-10"km 2
4 | A=36a’-2-7-(2a)’ =362’ -8-7-a’ =4a*-(9-2x) 3
5. |a) b)
Wichtig ist, dass die Hauptmerkmale der Gefélle deutlich werden. 4
Insgesamt34 BWE| 10| 19 | 5

75



Erwartungshorizonte und Bewertung Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10

3.1.2 Weitere Beispiele fur Teilaufgaben zum Prifungsteil 1

1. Teilbarkeit

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II | II
a) | Weil die Vielfachen von 3 in 3er-Schritten aufeinander folgen, muss eine von 3
aufeinander folgenden Zahlen durch 3 teilbar sein. = Die Behauptung ist richtig. 2
b) | Weil zu 3 aufeinander folgenden Zahlen stets mindestens eine gerade Zahl und
eine durch 3 teilbare Zahl gehdrt, muss das Produkt durch 2 und durch 3 und
damit auch durch 6 teilbar sein. = Die Behauptung ist richtig. 3
¢) | 1-2-3 =6; 4istnicht Teiler von 6 = Die Behauptung ist falsch. 2
Insgesamt 7 BWE 4 3
2. Druckerei
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |10
a) | Eine Postkarte kostet bei einer Auflage von 5 000 Stiick 10 Cent, denn
20000 46— 44 6=10.
5000 1
b) | Mit steigender Auflagenzahl sinken die Kosten pro Stiick, da die Variable im
Nenner des Terms auftritt. 2
c) | Die Kosten pro Postkarte miissen — auch bei einer sehr grolen Auflagenzahl —
stets noch etwas iiber 6 Cent liegen, da immer noch etwas Positives dazu addiert b
wird.
Oder z.B.
0 S .
In der Formel miisste =0 gelten. Dies ist nicht moglich.
d) | Materialkosten pro Karte oder Mindesteinnahme der Firma pro Karte oder ...
Alle im Kontext der Aufgabe sinnvollen Antworten sind richtig. 2
Insgesamt 7BWE | 1 | 4 2
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3. Benzinverbrauch

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |10
a) | 35 Liter 1
b) | zwischen dem 1. und 2. Tanken: 3,75 Liter pro 100 km. 2
¢) | Aufder 3. Teilstrecke zwischen 500 km und 700 km.
Dort ist das Gefille des Graphen am groften, d.h. der Inhalt des Tanks nimmt am
stirksten ab. 1 1
d) | (5+15+15):7=35:7=5.
Der Benzinverbrauch auf der Gesamtstrecke betrédgt 5 Liter pro 100 km. 2
Insgesamt 7 BWE | 1 5 1

4. Formel 1

Zuordnung,
Bewertung

I | I | I

Losungsskizze

ait

(N N 1

| B

Geschwind

——-;[
R
Y

N

N - -

: 1 t i W — { . 1 i 1 i | . I T 4
-Hfeee e amaa=ax
' == ! e -
z | I I I ' IS 0 A /|
Modemne Formel 1-Wagen kdnnen innerhalb von wenigen Sekunden auf ihre Hochst-
geschwindigkeit beschleunigen. Nach dem Start beschleunigt der Rennwagen bis zur
Hochstgeschwindigkeit. Kurz vor der Kurve (1) wird abgebremst, um gegen Ende der
Kurve wieder auf die auf Hochstgeschwindigkeit zu beschleunigen. Dann fahrt der
Rennwagen eine langere Strecke geradeaus, um dann vor der nun engeren Kurve (2)
stirker abzubremsen. Nach einer Beschleunigung wiederum auf die Hochstge-
schwindigkeit wird der Wagen aufgrund der ,,engsten” Kurve (3) am stérksten abge-
bremst. In der weiten Kurve (4) kann der Wagen nicht mit seine Hochstgeschwindig-
keit fahren. Die Hochstgeschwindigkeit erreicht er erst wieder auf der Zielgeraden.
Die Skizze kann natirlich anders aussehen, sie muss jedoch den Sachverhalt sinnvoll
wiedergeben; Analoges gilt fir die Kommentare, die auch in Stichworten sein dirfen. 51 2

Insgesamt 7 Punkte | 0 | 5 2
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5. Fullgraphen 1
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
a/E: gleichmiBige Fiillung, deshalb linearer Verlauf des Fiillgraphen,
b/A: je hoher der Fiillstand, desto groBer der Querschnitt, Fiillhohe wéchst
langsamer,
¢/B: bis zum Flaschenhals gleichmaBige Fiillung, dann schnellere gleichmafBige
Fiillung,
d/C: erst grofer werdender Querschnitt und langsamer steigender Graph, dann
kleiner werdender Querschnitt und schneller steigender Graph,
am Hals konstant steigender Graph. 4 4
Insgesamt 8 BWE 4 4
6. Fullgraphen 2
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
a)
zL
2t
Pro richtiger Zuordnung 1 Punkt. 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
b)
h &
I —
t
Hinweis zur Korrektur:
Das Prinzip muss erkannt sein; die Befiillung verlauft in den beiden Abschnitten
jeweils linear in Abhangigkeit von der Zeit, zunachst schneller (Graph steiler),
dann langsamer (Graph flacher). Genauere Angaben sind wegen der fehlenden
Bemalung nicht moglich. 2
Insgesamt 6 BWE | 0 | 4 2
7. Kegel, Kugel, Zylinder
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
1 1 2
Veoyu=—-7-r"-h==-z.r’2r==-7-r’
Kegel 3 3 3
1
4
VKugel = g T r3
Vitinge =712 -h=m-r?.2r =271’
1
2 4
VKegel :VKugel :VZylinder = E :E : 2 = 1 : 2 : 3 1 1
Insgesamt 4 Punkte | 2 | 2

79




Erwartungshorizonte und Bewertung Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10

8. Radrennfahrer

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[ | I |1I0
1&
Geschwindigkeit v ' T T T
\\__
r, h
, \__|
ra
’
'I
Horizontalentfernuné S
Die Geschwindigkeit ist zunéchst konstant, verringert sich dann durch die Bergan-
fahrt auf eine niedrigere konstante Geschwindigkeit und erh6ht sich auf der Hoch-
ebene wieder auf die erste konstante Geschwindigkeit. Bei der Talfahrt steigt v an
bis zur moglichen Hochstgeschwindigkeit, um nach einer gewissen Fahrtstrecke
auf der Ebene auf das anfangliche Niveau zu sinken.
Die Skizze kann natirlich anders aussehen. Die Begriindung muss aber die we-
sentlichen Aspekte richtig erfassen.
Am Anfang der Skizze sollten beide Mdglichkeiten (Anfangsgeschwindigkeit v =0
oder Fahrer hat schon bei s = 0 eine Geschwindigkeit) akzeptiert werden. 4
Insgesamt BWE 4
9. Der goldene Schnitt
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a
yla__b_ < a-(a+b)=b> « a’+ab=b’
b a+b 2
Dl a’tab=b> < a’+ab—b’=0=a=-0,50++0,250" +b*
a= 9(—1 +/5)
2
Zulassig ist auch der Nachweis durch Einsetzen des gegebenen Terms. 2 1
Insgesamt 5 BWE 4 1

80



Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10 Erwartungshorizonte und Bewertung

10. Geblase
Zuordnung,
.. . Bewertung
Losungsskizze
I | I | I
a) | 6 Wege 1
b) | Es gibt zwei Facher E, auf die man jeweils auf 4 Wegen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit gelangen kann:
P(E)=2-4-0,5"=0,5. 2
¢) | P(N)=1-0.2*=0,0016; bei 10 000 Kugeln wiirde man 16 im Fach N erwarten. 2
d) | P(B)=6-0,2-0,8". 2
Insgesamt 7BWE | 1 | 6

11. Geraden
Zuordnung,
. . Bewertung
Losungsskizze
I | I | I
a) | fX)=x+2; g(X)=—2x+3; h(x)=—ix ; k(X)=-2,5 )
b) | zB.x=3 Einen Punkt fir das Einzeichnen, einen flr die Gleichung 2
c¢) | Es handelt sich nicht um den Graphen einer Funktion, da dem x-Wert (hier z.B. 3)
mehr als genau ein (sogar unendlich viele) y-Wert zugeordnet wird. 1
Insgesamt 7BWE | 2 | 5

12. Graphen zuordnen

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I | II
a) | |Funktionsterm | x> _ 2 | 3 _4x-3 | —2x —%xz +2x-1 | (x-2*| %x*-3
Zugeh. Graph —--- G — A E F
Funktionsterm | y* _3 X —4 l +3 i 1 _L +3
X X X+4 X
Zugeh. Graph - — D _— —_— C
1 X 1 X
Funktionsterm | x (—) (—) +1 sin X sin4x | cosX
2 2
Zugeh. Graph — H — — K B 9
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 11
Fiir jede richtige Zuordnung wird 1 Punkt gegeben. Wird ein Buchstabe mehrmals
genannt, gibt es keinen Punkt beziiglich dieses Buchstabens (selbst wenn die richti-
ge Losung dabei ist).
Insgesamt 9 BWE 9
13. Besondere Werte der trigonometrischen Funktionen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1II
a) | Im gleichseitigen Dreieck haben alle Winkel die Grofle 60°.
Im rechtwinkligen Dreieck ergeben sich 30° aus der Winkelsumme im Dreieck.
b) | Die Schiiler konnen selbststéindig eine Seitenbezeichnung wahlen.
. 21 h 2.43 /3 a’ 3
sin30°= 2 =—; sin 60°= — =2 3 =£, denn h* =a’ —-—=>a’
a 2 a a 2 4 1
2 Punkte fiir sin 30°, 4 Punkte fiir sin 60°. 3
¢) |cos 60°=0,5;dacos a =sin (90° — « ) oder direkt aus der Zeichnung. 1
Insgesamt 8 BWE 5
14. Waurfel und Munze
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 11
L
0 ]
- 15 1
g Z 6
1 17 L
3 W 1 fi
3 1_ E l
2 Z Z 4
T2
2 2 %
: = g &
2 5
— W
= 1
2 e
1 w 8
2 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T | I
. 11 1 5
A: Genau einmal Zahl; P(A)= —-—+2.—=—
32 8 12
. : 111 13
B: Mindestens einmal Zahl; P(B) = P(A)+—-—-— =—
222 24
1 1 1 11
C: Keinmal Wappen; P(C)= —+—+—=—
ppen: PO = s s 2 2
= 13 11
Oder: P(C)=P(B)=1-P(B)=1- —=—.
(C)=P(B) (B) YREY!
Insgesamt 8 BWE | 1 7
15. Martins Glucksspiel
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 1|10
a) |A: Es wird eine ,,1* gewilirfelt, dann eine helle Kugel gezogen.
12 1
PA) =——=—.
*) 6 3 9 2
b) | Nur wenn eine helle Kugel gezogen wird, macht Martin Gewinn.
Da Martin beim Ziehen einer dunklen Kugel genauso viel Geld (1€) zusitzlich
auszahlt, wie der Einsatz betrdgt, macht er beim Ziehen einer dunklen Kugel 1€
Verlust.
B: Es wird eine helle Kugel gezogen.
P(B) = 1 + 11 + 11 = 4 , d.h. P(B) ist kleiner als 50%.
9 23 32 9
Deshalb macht Martin auf lange Sicht Verlust.
oder:
C: Es wird eine dunkle Kugel gezogen.
P(C)= ll-klerllzé, d.h. P(C) ist groBer als 50 %.
63 23 32 9 4 1
Insgesamt 7 BWE 6 1
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3.2 Aufgaben, die mit Einsatz des Taschenrechners bearbeitet werden

1. DIN-Formate

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

II

III

Die Flicheninhalte stehen im Verhiltnis 2°: 1=8: 1.
A6 passt 8-mal in A4 (oder &hnliches).

Ab

Al:2'=2Lagen; A2:2>=4 Lagen;...; A6: 2° = 64 Lagen.

(oder ohne Zweierpotenzen Schritt fiir Schritt berechnet)

d)

e Seitenldngen eines DIN-A-Blattes:

% L und a,-b, =1000:

b, 2

Daraus folgt
a, - a, - /2 =1000 000

a, = /M ~ 840,896...
NG

b, ~1189,207...

Die Seitenléngen eines DIN-A0-Blattes betragen 841 mm bzw. 1189 mm.

e Secitenldngen eines DIN-A4-Blattes:
Ein DIN-A4-Blatt passt 2* = 16-mal in ein DIN-A0-Blatt.
Dann gilt:

a, — [F000000 510204
16-2

b, & 297,301...

Die Seitenlédngen eines DIN-AO-Blattes betragen 210 mm bzw. 297 mm.

Die Flachen der beiden Formate stehen im Verhéltnis 2 : 1, die Seitenldngen im
Verhltnis ~/2:1.

. 1 .
Das Kopiergerdt muss also auf — ~0,707...~ 71 % eingestellt werden.

V2

Insgesamt 22 BWE

10
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Erwartungshorizonte und Bewertung

2. Autokauf
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | III
a) Benzinmotor Dieselmotor
Benzinmotor jahrliche Ge- Dieselmotor jahrliche Ge-
jéhrlich gefah- ~ahrliche samtkosten dhrliche samtkosten
rene Strecke Kr th toffkost (Kraftstoffkos- Kr th toffkost (Kraftstoffkos-
altstoltkosten ten + Festkos- altstoltkosten ten + Festkos-
ten) ten)
10 000 km 809,20 € 3100,60 € 556,50 € 3327,30 €
20 000 km 1618,40 € 3909,80 € 1113,00 € 3 883,80 €
30 000 km 2 427,60 € 4719,00 € 1 669,50 € 4 440,30 €
b) | Bei einer jéhrlichen Fahrleistung von 30 000 km ist ein Diesel um 278,70 € billiger.
c¢) | Benzinauto:
Der Kraftstoffverbrauch bei einem Kilometer ist &8 Liter = 0,068 Liter .
100
0,068 Liter Benzin kosten 0,068 -1,19 € =0,08092 €, also gilt fiir die Gesamtkos-
ten f des Neuwagens mit Benzinmotor: 2
f(x)=0,08092-x+2291,40
Dieselauto:
Der Kraftstoffverbrauch bei einem Kilometer ist 33 Liter = 0,053 Liter .
100
0,053 Liter Benzin kosten 0,053 -1,05 € =0,05565 €, also gilt fiir die Gesamtkos-
ten g eines Dieselautos: 2
g(x)=10,05565-x+2770,80
Jahrliche Kilometerleistung, bei der die Gesamtkosten gleich sind:
0,08092- x +2291,40 = 0,05565-x+2770,80
0,02527-x=479,4
x=18971,1...
Ab einer jahrlichen Kilometerleistung von etwa 19 000 km ist das Dieselfahrzeug
giinstiger. 2
d) | Mehrkosten beim Kauf eines Dieselfahrzeugs: 18350 € —17275€=1075 € 2
1075:278,7 ~ 3,86
Herr Timm muss fast 4 Jahre fahren, um die Mehrkosten beim Kauf seines Diesel-
fahrzeugs auszugleichen. 1
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II | I
e) |Die Mehrkosten beim Kauf des Diesels mindern sich um den Mehrerlds beim
Wiederverkauf.
Damit rentiert sich der Diesel fiir Herrn Timm schon wesentlich friiher.
Mit den gegebenen Zahlen gerechnet, erhélt man (1075—700):278,7 ~1,35.
Schon nach etwa einem Jahr und vier Monaten fahrt also Herr Timm mit dem Die-
sel im Plus. 1 2
) 112000-1,027° =12998,480196 .
Herr Timm kann nach drei Jahren 12 998,48 € von seinem Sparbuch abheben.
Herr Timm muss noch 18.350 € —12.998,48 € =5.351,52 € dazulegen. 3
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5

3. Computergrafik

. . Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | IT [

a) | Die jeweils aulen {ibrig bleibenden (4 kongruenten) rechtwinkligen Dreiecke lie-
fern mit Hilfe des Satzes von Pythagoras die nétigen Informationen.

x> =1+1=2

X =3,

Das erste gedrehte Quadrat hat eine Seitenlédnge von V2 m ~1,4142 m.

X;:(ﬁj:@:l
2 2
X, =1.

Das zweite gedrehte Quadrat hat eine Seitenlénge von 1 m.

Danach gilt:

X 1 12
x 2 2
oder gleich allgemein:

Die neue Seite X ist jeweils die Hypotenuse in einem gleichschenkligen rechtwink-

ligen Dreieck mit der Kathetenlénge oy
2

2 2 2
Also gilt: x* :[E] —l—[i] :S? und damit X:\/g‘S:Q-S

2 2 2
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Erwartungshorizonte und Bewertung

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

III

NG

Fiir den Verkleinerungsfaktor f gilt somit: f = -

b)

o a b . .
Es gilt: sin oo =— und cos oo =— und damit a=X-sin o bzw. b=X-cos a..
X X

Mit s=a+b ergibt sich: s=X-sin o+ X-cos o =X-(sin a+cos a).

Lost man diese Gleichung nach x auf, erhdlt man:

1

X=—
SIn & + COS A

S .

1

Fiir den Verkleinerungsfaktor f gilt also: f =———
sin o, + cos o

1

Fir a =5°gilt: f=————
sin 5°+ cos 5°

=0,92306...~92,3%.

Wenn man 36-mal dreht, muss man auch 36-mal verkleinern, und zwar jedes Mal
mit dem eben berechneten Faktor. Weil es ein Verkleinerungsfaktor ist, bedeutet
36-faches Verkleinern Potenzieren des Faktors mit dem Exponenten 36, also:
0,92306*° ~0,05601 .

Der Flacheninhalt des Ausgangsquadrates wird dann mit dem Faktor

0,05601* ~ 0,00314 verkleinert.

Ausgehend von einem Flicheninhalt von 4 m” hat das 36. Quadrat einen Flichen-
inhalt von ungefihr 0,01255 m’, also ca. 125,5 cm’.

Wir betrachten zwei ,, Tortenstiicke* des

regelméBigen Fiinfecks: éb

Es handelt sich um gleichschenklige
Dreiecke, wobei der Winkel am Mittel-
punkt der Basis gegeniiberliegt und ein 4

Winkelmal von 3650 =72° hat. Die bei- @h

den gleichgroflen Basiswinkel 6 haben m
jeweils ein Winkelmal} von 54°
(Winkelsumme im Dreieck ist 180°).

Gleichzeitig erkennt man, dass der Winkel y zwischen zwei benachbarten Seiten
eines regelmiBigen Fiinfecks sich jeweils aus zwei dieser Winkel additiv zusam-
mensetzt. Das Winkelmal} von y betrdgt also 108°,

Hinweis: Wenn die Schulerinnen und Schiiler den Term (n—2)-180° fur die Win-

kelsumme eines regelméaRigen n-Ecks kennen und korrekt anwenden, ist die Losung
auch mit voller Punktzahl zu bewerten.
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. Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |1
d) | Wir betrachten eines der in der Skizze erkennbaren (kongruenten) Dreiecke und
wenden den Sinussatz an:
.a =— X und ebenso 'b =— X .
sina  sin 108° sin}  sin108°
Also: a=X- 'sm @ und ebenso b =x- 'sm B . 1
sin 108° sin 108°
Somit gilt:
s—a+hox. Snatsinp
sin 108°
Diese Gleichung l6sen wir nach x auf und erhalten das gewiinschte Ergebnis:
_ sin108°
sin o, +sin f3 2
Fir o =5°gilt: 3=180°—108°—5°=67° (Winkelsummensatz im Dreieck) 1
Also f=— 108 o438
sin 5°+sin 67° 1
Ab jetzt haben wir den gleichen mathematischen Hintergrund wie im zweiten Teil
von b). Wir miissen also die Ungleichung ( f? )n < 0,1 nach n auflésen:
f"<0,1
2n-1g f <-1
-1
n>
2-1g f
n>19,91...
Es sind also 20 Drehungen mit entsprechenden Verkleinerungen nétig, damit der
Flacheninhalt des letzten Fiinfecks erstmals kleiner als 10 % des Flidcheninhalts des
Ausgangsfiinfecks ist.
Bemerkung: Wenn die Ldsung ,,empirisch* durch Ausprobieren verschiedener
Werte von n gefunden wird, ist dieser Weg mit voller Punktzahl zu bewerten. 2
Insgesamt 22 BWE| 7 | 11 | 4
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4. FuBballfeld

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I |1

a) | Kleinstmogliche Flache: 100-64 m* = 6 400 m’
GroBtmogliche Fliche: 110-75m? = 8 250 m*

8230 _ 1,2890625 .
6400

Die groBBtmogliche Flache ist um ca. 29 % grofer als die kleinstmogliche Flache. 4

b) | Lénge der Strecke BC:

Der Abstand des Elfmeterpunkts E zur zum Tor parallelen Strafraumgrenze be-
trigt: 16,50 m—-11m=5,50m .

Der Elfmeterpunkt E, der Mittelpunkt von BC und der Punkt B (oder auch C)
bilden ein rechtwinkliges Dreieck. Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

2
(@j +5,50*=9,15"

2
BC|=2-/9,15% -5,50°

|BC|=14,6249...

Die Lénge der Teilstrecke BC betrigt ca. 14,62 m.

Die Lange der Strecke AB ist die Hilfte der Differenz aus Strafraumbreite und
der berechneten Linge von BC .

Also gilt fiir die Lénge der Strecke AB:

(2-16,5+7,32)—14,62

|AB| =
2

=12,85.

Die Lange von der Strafraumecke A zum Beginn des Kreissektors B betrigt un-
gefdhr 12,9 m. 217

c) M sei der Mittelpunkt der Torlinie.
Fiir die Strecke MD gilt: [MD [=11+9,15=20,15 .
Die Strecke vom Mittelpunkt der Torlinie M zum Punkt D ist 20,15 m lang.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt fiir die Lange der Strecke MB:

2 2
|MB|2=(¥j +16,5% Also folgt: |MB|:\/£#j +16,5> ~18,05 .

Die Strecke MB ist kiirzer als die Strecke MD . Es ist deshalb giinstiger, beim
Strafstofl am Punkt B zu stehen. 5

Hinweis: Hier ist auch eine Argumentation (ber Kreisbhdgen mdglich. Der
Kreisbogen BC (bezogen auf den Kreis mit dem Mittelpunkt M) ist flacher als
der Kreisbogen BC (bezogen auf den Kreis mit dem Mittelpunkt E).
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |10
d)
Torbreite
7,32 m
7m
ol
a2
10m
Der Winkel « ergibt sich als Differenz der Winkel ¢; und a,. Mit Hilfe der Um-
kehrung des Tangens erhélt man
oa=0,—0,
7,32+7 7
=arctan| ———— |—arctan| —
10 10
~ 20,08°
Der Schusswinkel betragt etwa 20°. 4
Insgesamt 22 BWE | ¢ | 12 | 4
5. Wassertank
Zuordnung,
. . Bewertung
Losungsskizze
I | II | I
a) | Oberflache des zylinderformigen Teils:
O=7xz-r*+2zxrh
0=~314
Farbmenge: 31,4 : 8 =3,925
Man braucht ca. 4 1 Farbe. 41 2
b) | Uberschlag, zum Beispiel:
Der zylindrische Teil des Tanks hat ein Volumen von V, = 14 m’,
der den Tank umschreibende Zylinder hat ein Volumen von V, ~18 m’.
Dassicher V, <V, <V, gilt, muss das Tankvolumen also etwa 15 m’ betragen. | 2 | 2
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Losungsskizze Bewertung
I | 1I
¢) | Berechnung des Volumens
Aus ,,bis zur halben Hohe ergibt sich r = 0,5 m (Strahlensatz) und
h=0,75m.
V=1.7.0,5-0,75~0,196
Das Wasservolumen betrigt ca. 0,2 m°. 5 2
d) | Graph B stellt den Sachverhalt richtig dar.
Bei der Begriindung muss jeweils der zeitliche Verlauf der Fiillhdhe in Bezie-
hung zur Form des Korpers gesetzt werden.
Graph A:
Zunéchst linearer Anstieg, dann Verlauf parallel zur Zeitachse. Der zugehdrige
Korper ist prismenformig (z.B. Quader, Zylinder usw.), der nach Zufluss einer
gewissen Wassermenge iiberléuft.
Graph C:
AusschlieBlich linearer Verlauf, der bei der Form des aus Kegel und Zylinder
zusammengesetzten Korpers nicht zutreffen kann.
Graph D:
Zunéchst langsame Erhohung des Fliissigkeitsstandes, zugehdriger Korper
verjlingt sich von unten nach oben, Widerspruch zur Form des Wassertanks.
Graph E:
Graph verlduft zunéchst in Rechtskurve mit nachlassendem Anstieg (passt zum
unteren Teil des Wassertanks) und anschlieBend waagerechtem Verlauf und
damit Widerspruch zur Form des Wassertanks. 2 3
Insgesamt 22 BWE 11| 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.

6. Dreieck
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
a) | Wegen der Gleichschenkligkeit der Dreiecke ABC und DEC haben die vier Winkel
o, B, v und o alle die GroBe
180°—54° _ 630
2
b) | Die Dreiecke DEC und ABC sind édhnlich (sie stimmen ndmlich in allen Winkeln

iiberein).
Ahnliche Dreiecke haben gleiche Seitenverhiltnisse.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | II|Il

Da % = % = % , ist auch die Hohe des Dreiecks ABC eineinhalb Mal so lang

wie die des Dreiecks DEC.

Da A, = % -s-h,, ist der Flacheninhalt des Dreiecks ABC das 1,52 = 2,25 fache des

Flacheninhalts des Dreiecks DEC.

Eine direkte Begriindung ,,Bei ahnlichen Dreiecken ist das Flachenverhéltnis gleich
dem Quadrat des Verhéltnisses entsprechender Seiten* ist ebenso als vollstandig an-
zuerkennen wie der Weg Uber die explizite Berechnung der beiden Flacheninhalte. 4

¢) | Fiir diese Flichenberechnung ist es sinnvoll, die Lange der Hohe h, auf der Seite
~= . . . . h
DE zu bestimmen. Dies geht am einfachsten mit dem Tangens: tand = Zl , also

h, =4-tan63° . Danach betrédgt die Lange der Hohe h; ca. 7,85 cm.

Der gesuchte Flacheninhalt ergibt sich dann mit A = L |DE|- h, zu etwa 32,4 cm’.
2

d) | Das Viereck ABED ist ein Trapez, da laut Aufgabenstellung die Seiten AB und
ED parallel sind.

Das Trapez ist spiegelsymmetrisch (zur Mittelsenkrechten durch AB und ED ), da
die Winkel o und 3 gleich sind.

Der Flacheninhalt 1dsst sich aus den Langen der Parallelenabschnitte und der Hohe

gemil A, =

Dazu kann der zu c¢) entsprechende Ansatz verwendet werden:

a+c

-h;, bestimmen. Die Hohe muss dazu noch bestimmt werden.

h;, =2-tan63°. Danach ist hy, etwa 3,93 cm lang.
Damit ist der Flicheninhalt des Trapezes A, ~39,25cm?.

Eleganter (und schneller) ist der Weg zum Flécheninhalt des Trapezes, wenn man
aus b) ableitet, dass das Trapez den 1,25-fachen Flacheninhalt des Dreiecks DEC
haben muss, und den in ¢) ermittelten Wert verwendet:

A, =1,25-A, ~1,25-31,4=39,25 (cm?).

€) | Hier muss entschieden werden, ob |DB| linger oder kiirzer ist als |DC| (oder
gleich lang).

IDC| erhilt man z.B. mit dem Ansatz: cosd = m .

Danach ist die Strecke DC ca. 8,81 cm lang.

Auch ein Ansatz mit dem Satz des Pythagoras mit der bekannten Hohe h; und 4 cm
als zweiter Kathete fihrt zum Ziel.

Fiir die Bestimmung von |DB| kann man z.B. ein Lot auf AB fillen, dessen Lange
das bekannte hy; ist, und dann den Satz des Pythagoras verwenden:
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II |III
IDB|=4/10> +h. 2~10,74.
Auch ein Ansatz mit dem Kosinussatz mit AB, AD (halbe Lange von DC!) und «
flhrt zum Ziel.
Ersichtlich gilt [DB| > |DC|, also liegt C innerhalb von K. 303
Insgesamt 22 BWE| 6 | 13 | 3

7. Flurkarte

Zuordnung,
Loésungsskizze Bewertung

I | |l

a) | Die Grenze zwischen den Grundstiicken (Lénge Q) ist parallel zu AB (wegen der
Gleichheit der angegebenen Winkel). Somit gilt nach dem 2. Strahlensatz

9 __ D o g=2.128-9.

128 75+125 4

|AC]| lisst sich im Dreieck ABC mit dem Kosinussatz ermitteln:
|AC|” =|ABI +|BC|* —2-| AB|-|BC| - cos 42° .
Danach ist die Strecke AC ca. 85,79 m lang. 2

b) | Die Aulenzdune haben eine Gesamtldnge von
l,=128m+100m+85,8 m—-6m=307,8 m.

Dies ergibt Kosten von 307,8-14,25€ =4386,15€ .
Kosten fiir den Innenzaun: 96-9,85 € =945,60 €.
Kosten fiir die Tore: 626,53 €-2=1253,06 €.

Gesamtkosten:

4386,15 €+1253,06 € +945,60 € =6584,81 €. 4

Wenn man fiir die Berechnung der Dreiecksflichen die Formel A, = La. h,
2

verwenden will, so bendtigt man eine Hohe.
Sinnvollerweise werden die Hohen von C auf die beiden Parallelen gewéhlt:

Fiir die Hohe h; des groB3en Dreiecks (Grundstiicke I + IT) ergibt sich mit

. h . .
sin 42° =—- und h =100-sin42° eine Linge von ca. 66,91 m.
100

Die Grundstiicke I + II haben damit zusammen eine Fliche von ca. 4 282 m>.

Fiir die Hohe des kleinen Dreiecks (Grundstiick I) ergibt sich mit

. h . .
sin 42° =2 und h, =75-sin42° eine Lénge von ca. 50,18 m.
75

Das Grundstiick I hat damit eine Fliche von ca. 2 409 m>.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |III
(Ebenso kénnen die Dreiecksflachen direkt mit der Formel A, =l-a~b-sin]/
2
bestimmt werden.)
Die Fliche des Grundstiicks II ist die Differenz beider Flachen; Grundstiick II hat
damit eine Fliche von 1 873,565... m%, also ca. 1 874 m>.
(Die Flache des Grundstiicks Il 1&sst sich ebenso mit der Trapezflachenformel
A, SLLL h,, bestimmen; hierzu ist die Hohe des Trapezes erforderlich, die sich
2
dann wieder als Hohendifferenz oder als Hohe eines End-Teildreiecks errechnen
lasst.) 2| 4
d) |Die Liange der Leitung MC lasst sich mit dem Kosinussatz bestimmen:

IMC| =+/1002 + 642 —2-100- 64 - cos 42° =~ 67,7 .
Die Leitung ist also knapp 68 m lang. 3

€) | Der Strahl MC teilt AB in zwei gleiche Teile. Da die Grenze zwischen den

Grundstiicken parallel zu AB verliuft, teilt der Strahl MC auch diese Strecke in 2
gleicher Weise (2. Strahlensatz).

Sowohl beim Gesamtgrundstiick (I + II) als auch beim Grundstiick I wird durch die
Leitung die verwendete Grundseite halbiert, ohne dass sich die jeweiligen Hohen
andern.

Die Flachenformel Aj = % -a-h, enthalt das Produkt von Grundseite und Hohe.

Also haben die Teildreiecke jeweils die Hélfte der Flache.
Da das Trapez die Differenz der beiden Dreiecke bildet, muss die Leitung auch 3
dessen Flache halbieren.

(Die Halbierung der Fléache des Trapezes lasst sich auch mit der Trapezflachen-
formel begriinden, da ja beide parallelen Strecken halbiert werden.)

Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5

8. 2-Euro-Minze

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |1Id
a) | Eine Miinze ist durch einen Zylinder modellierbar.
Mit V,, =z -r?-h, dem halben Durchmesser als Radius und der gegebenen Hohe
ergibt sich V... 1145,69mm’ ~ 1,15 cm’. 5
Ebenso bestimmt sich das Volumen des Mittelteils zu ca. 572,34 mm?.
. . . 2,34

Also hat das Mittelteil einen Volumenanteil von 572,34 5 ~49,96 % .
Der Volumenanteil des Mittelteils betrégt also ziemlich genau 50 %. 2 11
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
b) | Der Umfang der Miinze bestimmt sich mit U =7-d zu 80,90 mm. Wenn auf die-
ser Strecke 250 Kerben liegen, so haben diese einen Abstand von etwa 0,32 mm
(oder, anders formuliert, jeder Millimeter Rand hat drei Kerben). 1 1
c) . m oL . o . 3
Mit p = v ergibt sich die durchschnittliche Dichte zu ca. 0,00742 g/mm” oder
7,42 glem’.
Da der Mittelteil praktisch das halbe Volumen aufweist, die Dichte seiner Legie-
rung aber geringer ist, muss die Masse des Mittelteils unter der Hélfte der Ge-
samtmasse liegen. 5
d) | Fiir jede neu hineingelegte Miinze gilt:
Das verdringte Wasser hat das Volumen der Miinze. Es bildet einen Quader mit
derselben Grundflache wie der Wiirfel. Die Hohe dieses Quaders ist die
Hohenzunahme h des Wasserspiegels:
he Miinzvolumen N 1145, 69 ~1,27
Quadergrundfliache 900
Der Wasserspiegel steigt also linear, und zwar mit jeder neuen Miinze um ca.
1,27 mm.
Das GefaB lauft iiber, wenn der Wasserspiegel um mehr als 15 mm steigt.
Bei 11 Miinzen steigt der Wasserspiegel um ca. 14 mm. Bei 12 Miinzen lauft das
Gefal tiber. Also:
Man kann 11 Miinzen hineinlegen, ohne dass das Wasser {liberlduft. 5
e) | Mitjeder neu aufgelegten Miinze steigt der Wasserspiegel um ca. 1,27 mm, der
Miinzstapel um 2,2 mm.
Da die Miinze um (2,2 mm—1,27 mm =) 0,93 mm ,,dicker* ist als der Anstieg des
Wasserspiegels pro Miinze, reicht der Miinzturm mit jeder neuen Miinze um e-
ben diese 0,93 mm niher an den Wasserspiegel heran.
Bei einer anfanglichen Wasserspiegelhdhe von 10 mm wird diese Differenz bei
der 11. Miinze aufgebraucht sein:
11 Miinzen haben eine Hohe von 24,2 mm,
11 (vollstdndig untergetauchte) Miinzen erh6hen den Wasserspiegel von 10 mm
auf 24,0 mm. (Streng genommen taucht auch schon die 11. Miinze nicht voll-
stindig unter.)
Alle weiteren Miinzen landen auf dem Miinzenturm, ohne {iberhaupt ins Wasser
zu tauchen:
Sie verdrangen kein weiteres Wasser, der Wasserspiegel wird nicht mehr weiter
steigen, das Wasser lauft nicht tiber. 5
Insgesamt 22 Punkte| 5 | 12 | 5
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9. Bogen-Dreiecke

Zuordnung,
Bewertung

I | IT | III

Losungsskizze

a) | Der Umfang u besteht aus drei gleichen Bogen mit r = a und dem Bogenwinkel

60°. Somit gilt u=3-~-27-a=7-a.
6

Mit dem gegebenen a ergibt sich fiir U eine Lange von ca. 31,4 cm. 301

b) | Hier bietet es sich an, die Flachen der drei durch die Bogen geschaffenen Sektoren
zu addieren und davon zweimal den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks zu
subtrahieren.

(Ebenso kann man mit einem Sektor beginnen und die Fliche der zwei fehlenden
»Mondchen* als Differenz von Sektor und gleichseitigem Dreieck bestimmen. Der
Rechenaufwand ist auch hier derselbe)

Um den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks zu bestimmen, wird dessen Ho-

2
he h bendtigt. Nach dem Satz des Pythagoras gilt: a2 = (%j +hz,

also h=—3a.
2

NE

Somit ist der Flicheninhalt A, = Taz .

Somit gilt fiir den gesuchten Fldcheninhalt:
2
Ay =3%-7ra2—2-§a2=%(7r—x/§) .

Mit dem gegebenen a ergibt sich der angegebene Wert von 70,477 cm?. 1|42

3

Die Hilfestellung liefert: r =§h .Mit h= ga ergibt sich r = Ta =

a

5
2

Somit gilt fiir den Fldcheninhalt des Umkreises: A, =7-r’=r ‘a? .

Mit dem gegebenen a ergibt sich fiir A, ein Flacheninhalt von ca. 104,72 cm’.

A

Nun gilt mit den gegebenen bzw. errechneten Werten —— =1,4858....
D

Der Umkreis hat also einen um etwa 49% groferen Flacheninhalt.

(Hinweis: Dieser Wert lasst sich auch durch eine allgemeine Betrachtung erhalten:

A3 _2(_7 |,
R s(ﬂ—ﬁj L450)

2 2141
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Zuordnung,

Bewertung

IT | III

d)

Wichtig ist zundchst die Erkenntnis, dass bei einem Quadrat nicht ,,ein Eckpunkt
den beiden anderen (im gleichen Abstand) gegeniiberliegt.

Mochte man also erhalten, dass ein durchgehender Bogen durch zwei Eckpunkte
geht, muss sein Mittelpunkt auf der Mittelsenkrechten der gegenuberliegenden
Seite liegen.

Die Forderung nach ,,gleichen Bogen* bedingt, dass die Lage der gewéhlten Mit-
telpunkte beziiglich der Quadratseiten gleich ist.

Natiirlich gibt es viele solcher ,,Bogen-Vierecke* — auch der Umkreis ist moglich,
denn der Mittelpunkt des Umkreises eines Quadrats liegt auf allen vier Mittelsenk-
rechten im gleichen Abstand von den Quadratseiten.

Besonders nahe liegt die Konstruktion, die als Mittelpunkte der Bogen die Mittel-
punkte der Quadratseiten verwendet:

10

10. Pfadfinderzelt

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

III

Der 7 m lange Teil einer Zeltstange, die Strecke vom Fulpunkt dieser Stange zum
Zeltmittelpunkt und die Zelthohe bilden ein rechtwinkliges Dreieck, auf das man

den Satz des Pythagoras anwenden kann: h=+/49 —s*

Mit s =5 ergibt sich: h=2- J6 ~4,9. Die Hohe des Zeltes betrigt ca. 4,9 m.

b)

Der Zeltboden besteht aus 6 gleichseitigen Dreiecken jeweils mit der Seitenlédnge S
=5 m. Fiir die Hohe dieser Dreiecke gilt nach dem Satz von Pythagoras:
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

II

III

NN
2

Insgesamt ergibt sich fiir die Bodenfldche folgender Flacheninhalt:

A(s)=6- 5

Mit s = 5 ergibt sich:

A 3325 75\3
2 2

Der Flicheninhalt des Zeltbodens betréigt ca. 65 m’.

=64,951....

Die Zeltplanen zur Bespannung setzen sich zusammen aus 6 gleichschenkligen
Dreiecken mit jeweils der Basisldnge S =5 m und den Schenkeln der Lénge 7 m.

Wieder mit dem Pythagoras erhilt man fiir jedes dieser Dreiecke als Basishohe

hy =49 6,25 = /42,75 .

Fiir die Gesamtflache der Bespannung ergibt sich
A, = 6.2 N42T5 V‘;MS =15-/42,75 =98,075....

Es werden ca. 98 m* Zelttuch bendtigt.

d)

Das Zelt ist — mathematisch gesehen — eine Pyramide (mit sechseckiger Grundfla-
che). Fiir das Volumen einer Pyramide gilt die Formel:

_ Grundfldche - Hohe
3 :

\Y

Fiir den umbauten Raum W erhilt man mit den Ergebnissen aus a) und b):

e

3

Das Zelt hat ein Volumen von ca. 106 m>.

W = =75-2 =106,066... .

98

Das Volumen des Zeltes wird Null, wenn entweder S = 0 (die Zeltstangen stehen
lotrecht in der Mitte — das ist praktisch unmoglich) oder h =0, d.h. s = 7 (die Zelt-
stangen liegen flach auf dem Boden und kreuzen sich im Mittelpunkt — praktisch
gesehen ist auch das kein Zelt mehr).

Die Nullstellen der Funktion W sind also bei 0 und 7.
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

I | III

Zur Bestimmung des Funktionsterms von W wurde in a), b) und d) schon Vorarbeit
geleistet. Wenn aber dort nur mit dem konkreten Wert s = 5 gerechnet wurde, mus-
sen hier die allgemeinen Terme noch dargestellt werden.

ENERN e
——=.8".4/49—5
w(s)= 2O 2 L Blao—sy 5.

3 3 2

Man kann die Nullstellen auch an diesem Term ablesen.

Aus der Zeichnung kann man nun schitzen, dass der Maximalwert von W an einer
Stelle Sy, zwischen s = 5 und s = 6 angenommen wird.

Deshalb berechnen wir (mit dem TR) die Werte W(5), W(6) und einen Zwischen-
wert, z.B. W(5,5), und erhalten:

W(5) = 106 (vgl. d)
W(5,5)~ 113 und
W(6) ~ 112 .

Da der Wert in der Mitte grof3er als beide Randwerte ist, muss die Maximalstelle in
dem betrachteten Intervall [5 ; 6] liegen.

Beim Aufbau des Zeltes erhilt man also das groite Volumen (von mehr als
113 m®), wenn man fiir s den (hier nicht genau berechneten) Wert s, zwischen 5 m
und 6 m wahlt.

Andere sinnvolle Vorgehensweisen sind ebenso zuldssig.

Insgesamt 22 BWE

11

11. Zeltbau

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

III

Der 6 m lange Teil einer Zeltstange, die 4 m lange Strecke S vom FuB3punkt dieser
Stange zum Zeltmittelpunkt und die Zelthohe bilden ein rechtwinkliges Dreieck,
auf das man den Satz des Pythagoras anwenden kann:

h(s)=+36-16=4,472..~4,47 .
Die Hohe des Zeltes betragt 4,47 m.

b)

Der Zeltboden besteht aus 5 gleichschenkligen Dreiecken jeweils mit dem

Winkel 72° (z 3600] an der Spitze.
5
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I | II | IO

Fiir die halbe Basisldnge d gilt:
sin 36° =% und damit d =4-sin 36°. 36°

Fiir die Hohe hg gilt: hs

cos 36° = %B und damit hy; =4-cos 36°.

Fiir die Flache eines solchen Dreiecks gilt
also:

A

A =2-%=d-h=4-sin36°-4-cos36°.

Fiir die Bodenflache gilt damit:

A=5-4-sin36°-4-cos36°

A=38,042...

Insgesamt hat die Bodenfliche also einen Flicheninhalt von etwa 38 m’.

Ersetzt man in obigen Rechnungen die 4 m durch die Variable s, erhilt man die
Formel fiir die Bodenflidche:

A(s) = 5-8in36°- cos36°-s>. 216

c) | Das Zelt ist — mathematisch gesehen — eine Pyramide (mit fiinfeckiger Grundflé-
che). Fiir das Volumen einer Pyramide gilt die Formel:

Grundflache - Héhe
Volumen = 3 .

Mit den Ergebnissen aus a) und b) erhilt man:

W:5-51n36 - oS 336 16-436-16 =56,710...~56,71.

Das Zelt hat ein Volumen von ca. 56,71 m’. 4

d) | Die Stehhohenfliche am Boden ist kongruent zu der Flache, die entstehen wiirde,
wenn man in 1,80 m Hohe ein ,,Dach* einziehen wiirde.

Die Stehhohenflache ist also auch ein regelmaBiges Filinfeck mit einem ,,Radius*
(Eckenabstand zum Mittelpunkt) S’, den man mit Hilfe eines Strahlensatzes be-
rechnen kann (vgl. Skizze neben der Aufgabenstellung):

x 1,8

4 h

7,2
X=—=.

Auflerdem gilt: ' = 4—-x = 4—7—;12.

h kennen wir aus a) : h=+/36-16 = V20 und damit
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: :4_—7’2'\/% =4-0,36-/20=2,39....
20
Nach der allgemeinen Formel aus b) kénnen wir nun den zur Strecke s’ gehorende
Flacheninhalt des Fiinfecks ausrechnen:
A(s")=5-sin36°-cos 36°-5'* =13,5816...~13,58..
Das Zelt hat ca. 13,58 m* Bodenfliche mit Stehhdhe. 5
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5
12. Vom Stern zur Pyramide
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 11|10
a) | Der Stern hat 4 Symmetrieachsen (jeweils zwei durch gegeniiberliegende Spit-
zenpunkte und zwei durch gegeniiberliegende Basispunkte). 2
b) | Es gibt mehrere Konstruktionsmoglichkeiten.
Zum Beispiel kann eine Konstruktionsbeschreibung aus folgenden Abschnitten
aufgebaut sein:
o Konstruktion des Quadrats ACEG
e Konstruktion der 4 gleichseitigen Dreiecke auf den Quadratseiten. 4
¢) | Das Quadrat ACEG ist Grundfldache der Pyramide. Weiterhin sind die zur Be-
stimmung des Volumen erforderlichen Teile zu benennen:
e (Quadratseite a
e Dreieckshohe hp
e Pyramidenhédhe hp 3
Erstellen des Hilfsdreiecks aus £, hp und hp.
3
a a 2 a 2 1
ho= 33, he = \/(5'\/5) -(%) :ﬁ-a (=3,54 cm).
| 3
Vp=1.a>-h, =——-a’ (29,5 cm’).
P™3 P 3 \/5
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Zuordnung,
Bewertung

I | II | I

Losungsskizze

d) | Angabe einer der beiden Bedingungen:

e Die Linge der Basishohe hp des gleichschenkligen Dreiecks muss grof3er
sein als die halbe Seitenlénge des Quadrats: hp > .

e Die Linge eines Dreiecksschenkels ist grofer als die Hélfte der
Diagonalenldnge des Quadrats. 3

e) | Das Volumen der Pyramide wiirde sich bei gleich bleibender Grundfliche dann
verdoppeln, wenn sich die Pyramidenhhe hp verdoppeln wiirde.

2 2
Da sich (siche ¢)) h, = th_[EJ und da hy = 4a2—(3) 5 it
\ 2 2) "2

mehr als verdoppelt hat, ist das neue hp deutlich mehr als das Doppelte der ur-
spriinglichen Hohe: Das Volumen ist also groBer als das doppelte Volumen.

(Wenn man die Angaben durchrechnet, so erhalt man fiir die gréRere Pyramide:

2 2

h, =,[4a>— a =£a; h, = 1—5a2— 2 =£a(z9,350m) ein Volu-
2 2 4 2 2

menvon Vp = 1.a’-h, ~78,0cm’) 2| 2

Insgesamt 22 BWE| 5 | 12 | 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.

13. Achteck

Zuordnung,
Bewertung

I | II | III

Losungsskizze

a) | Aus dem Satz des Pythagoras folgt:
a=h’+h>=2.-n

a=+2-h. 2

b) Die beiden Radien r des Inkreises und R
des Umkreises lassen sich mit den Win-

r kelfunktionen berechnen:
Das Achteck wird in acht gleichschenkli-
ge Dreiecke zerlegt, deren Zentrumswin-
kel 45° betrigt. Der Radius r teilt ein sol-
ches Dreieck in zwei rechtwinklige Dreie-
cke, bei denen R die Hypotenuse darstellt,
I die Ankathete zum Winkel 22,5° und £

dessen Gegenkathete.
Somit gilt
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Zuordnung,

Bewertung

I

II

p—_ &
2-tan22,5°

_ a

 2.8in22,5°

tan22,5° = = ~1,207a

sin22,5° = < R ~1,307a

pu) |N\m = [olw

Fiir das Verhiltnis der beiden Flacheninhalte gilt:
i_ﬂ'-Rz_ tan22,5°
A m-r* {sin22,5°

2
j ~1,1716.

Die geforderte Begriindung kann auf viele
Weisen geschehen:

Geschickte Zerlegung in Diagonalen-
dreiecke:

Die Diagonalen zerlegen das Achteck in
acht kongruente und damit flichengleiche
Dreiecke. Jedes von ihnen hat ein Achtel der
Gesamtfldche.

Im schraffierten Gebiet bleiben zwei Dreiecke
iibrig, die sich ldngs der senkrecht einge-
zeichneten Linie durch das Zentrum in je
zwei Teildreiecke zerlegen lassen, die sich
je wieder zu einem der acht Diagonalendreiecke zusammenlegen lassen.

Also ist der Flacheninhalt des schraffierten Rechtecks gleich dem von vier der
acht flachengleichen Diagonalendreiecke und damit gleich der Hilfte der Flache
des Achtecks.

Geschickte Zerlegung in Dreiecke und

Quadrate:

Bezeichnen wir die Achtecksseite mit a. Die
beiden zusédtzlichen Senkrechten zerlegen
das Achteck in das zentrale Quadrat, dessen
Kantenlénge a ist und das vollstindig im
schraffierten Bereich liegt, vier kongruente
Rechtecke, von denen je zwei schraffiert
und zwei nicht schraffiert sind, und vier
kongruente gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke, deren Hypotenuse jeweils a ist a
und die alle nicht schraffiert sind.

Die vier Dreiecke aber lassen sich zu ei-

nem Quadrat mit der Kantenlénge a zusammenlegen.

Also haben die vier Dreiecke zusammen denselben Flacheninhalt wie das zentra-
le Quadrat. Damit ist die Aussage bewiesen.
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Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

II

III

Zerlegung und Berechnung der Einzelfli-
chen:

Ankniipfend an die Betrachtungen von eben
kann natiirlich auch gerechnet werden:

Das zentrale Quadrat hat den Flacheninhalt
a’.

Da a die Diagonale der rechtwinklig-
gleichschenkligen Dreiecke ist, betrigt deren
Kantenlidnge % (Anwendung des Satzes des

Pythagoras oder Formelwissen).
Der Flacheninhalt eines dieser Dreiecke ist

1 a 1
damit F=—(—=)*=—a2.
2(ﬁ) 4

Die Rechtecke haben die Seitenldngen a und % und damit den Inhalt

a 2,

F=a.—=—a
202

Das gesamte Achteck hat damit den Flacheinhalt

1 V2

F=a*+4-—-a*+4-—
4 2

Die schraffierte Flidche hat einen Inhalt von

2

F=a?+2-~—a?=(1+2)-a2,
2

a?=(2+22)az.

und dies ist ersichtlich die Hilfte des Inhalts des Achtecks.

Insgesamt 22 BWE

13

14. Kaffeefilter

Losungsskizze

Zuordnung

]

Bewertung

II

III

Das Volumen des Kaffeefilters ergibt sich aus der Summe der Volumen des drei-
seitigen Prismas und der beiden halben Kreiskegel:

Das Volumen des dreiseitigen Prismas l4sst sich mit den gegebenen GréBen be-
rechnen:

V, =L.|AD|-h-|AB|. Es ergibt sich V, =--12-9-6=324.
2 2
Die beiden Halbkegel werden zu einem vollstdndigen Kreiskegel zusammenge-

setzt. Dessen Hohe ist wieder h, der Radius r = L IBC| =6 . Somit ergibt sich mit
2

Vi =§7z-rz.h,d.h. Vi =§”'62‘9z339,z92.

Der ganze Filter hat also ein Volumen von etwa 663 cm’.
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b) | Fiir die Berechnung der Masse des Filters wird dessen Oberflache bendtigt. Die
Oberflache lasst sich zerlegen in zwei Rechtecke und den Mantel des zusammen-
gesetzten Kreiskegels. Hierbei sind die Mantelhohe des Kreiskegels und die lange
Seite |AF| der Rechtecke gleich.
Mit dem Satz des Pythagoras ergibt sich
2
|AF| = (@j +h?
2
2
{5
2
=~/117 #10,82.
Die Formel fiir die Mantelfliche des Kreiskegels — angewendet auf diese Situation
— ergibt
1
Ac=-2-[BCI- AF.
Damit erhélt man die gesamte Oberflédche zu
A=2-6-117 +7-/117 =333,688....
Fiir einen Filter werden ca. 334 cm® Papier benétigt.
Da ein Quadratmeter des verwendeten Filterpapiers 50 g wiegt, hat der Filter eine
Masse von etwa 1,67 g. 216
©) | Der Kreisbogen B'H’ hat die Liange eines Viertels des Umfangs der Grundflache
des Kreiskegels. Dieser Bogen hat den Radius ;.
Zwischen Winkel, Radius und Bogenlénge besteht die Beziehung
_360° [B'H
2 I,
Es ergibt sich «a =~ 49,92°, also ist der Winkel praktisch 50° grof. 212
d) |Die Breite der Schachtel ist die im Aufgabenteil b) berechnete Linge | AF|.
Die Lénge ergibt sich aus | =6+2-+/117 -sina ~ 22,6.
Die Schachtel hat also die Mindestmal3e von 10,9 cm x 22,6 cm. 212
6 | 12| 4
15. Stadion
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 1|10
a) | Die 400-m-Laufbahn besteht aus zwei Geraden mit je 93 m Lénge und zwei
Halbkreisen mit einem Gesamtumfang von (400 m—2-93 m)=214m.
Ein Halbkreis hat damit eine Ldnge von ca. 107 m. 2
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b) | Die Breite des Rasens entspricht dem Kreisdurchmesser der Kurventeile der

Laufbahn.

Bei einer Lange des Rasenfeldes von 90 m haben die Kurventeile — die einen vol-

len Kreis bilden — eine Gesamtlédnge von 220 m. Somit ist der Durchmesser die-

ses Kreises ﬁm ~70,0m.

V4

Ein Rasen mit einer Breite von 75 m kann also nicht in der Kurve untergebracht

werden. 3 1

(Hinweis: Es kann natlrlich auch anders herum argumentiert werden — zwei an

den Rasen angesetzte Halbkreise hatten zusammen eine Lange von

7-75m=235,6m, was zusammen mit den Geraden mehr als 400 m ergibt.)
c) | Parallel zur Startbahn ist das Rasenende — vom Abwurfkreis aus gemessen — in

einer Entfernung von 97 m. Keine Gefahr!

Wesentlich ist nur die Betrachtung, wenn der Hammer entlang der linken Be-

grenzungskante quer iiber den Rasen fliegt:

Es entsteht ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck X

mit der Hypotenusenldnge 85 m und einem Winkel von

45°, bei dem nach der Lénge der Gegenkathete gefragt k

ist.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt: 85 m

2x* =85°

X =2 = 60.10..
2 3 2

Die Gegenkathete hat eine Lange von etwa 60,10 m.

Da der Abwurfkreis noch 4 m in die Richtung Gegengerade verschoben ist, lan-

det der Hammer knapp 4 m von der Gegengeraden entfernt, also noch auf dem

Rasen.
d) | Der Innenradius der Auflenbahn ist um 7- 1,20 m = 8,4 m groBer als der der In-

nenbahn, also 42,4 m. Damit betrdgt die Gesamtlinge des kreisformigen Teils

der AuBlenbahnkurve 2-7-(34 m+8,4 m)~266,4m.

Das macht gegeniiber der Gesamtldnge der Innenbahnkurve von 214 m einen

Unterschied von 52,4 m aus, der durch den Vorsprung ausgeglichen werden

muss. 3

Dieser Vorsprung bildet den Bogen bs.

2n-r . o
Da b, = Bg—ﬂ, ergibt sich g, = 52,4-360° 70,8°. 2
360° 27-42,4
Fiir by kann man die analoge Rechnung aufstellen, bei der der Radius der Bahn
aber nur um 3,6 m groBer ist als der der Innenbahn. Es ergibt sich
27-(34+3-1,20)-214)-180° 2
g - QT (4431202141800,
7-(34+3-1,20)
Der Winkel ist also weniger als halb so groB.
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e) | Die Frage ist mit dem Satz des Pythagoras entscheidbar. Die Katheten des be-
trachteten rechtwinkligen Dreiecks sind zum einen die Bahnverliangerung von
17 m, zum anderen der Kurvenradius von 34 m plus die Hélfte einer Bahnbreite,
also 34,60 m.
Die Hypotenuse hat dann eine Lénge von 38,55 m.
Das heil3t, die Startblocke fiir diesen Laufer befinden sich 4,55 m vom Innenrand
der Kurvenbahn entfernt (und damit 5,05 m von ihrem Auf3enrand), also inner-
halb der Laufbahn. 4
Insgesamt 22 BWE 12 | 5
16. Rettungsring
Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
IT | III
a) | Die Messung ergab:
ICD| = 1,2 mund |AB| =0,8 m.
Man erkennt daraus, dass
r _mal = (CDI=1AB]) _ O’jm —0im
2-R=|MN|=|AB|+2-r
=08m+0,2m
=1m
alsoR=0,5m. 4
b) | Einsetzen der Werte von a) in die gegebenen Formeln fiir den Torus ergibt:
V ~0,0987 m®’ ~100 Liter und O~1,974m?~2m?.
©) | Zunichst: 0,2-£=0,2% .
Der Ring hat eine Masse von etwa 1001-0,2 % =20kg.
Wenn er ganz eintaucht, verdringt er eine Wassermasse, die fiinfmal so gro8 ist,
also etwa 100 kg.
Der Ring kann also eine Maximallast von etwa 80 kg tragen, bis er ganz ein-
taucht, solange die getragene Last sich vollig auBerhalb des Wassers befindet.
(Sollte die Last teilweise ins Wasser eintauchen, erhéht sich die Tragfahigkeit
des Rings um den Auftrieb dieser eingetauchten Teile; man kann also sagen, dass
80 kg die minimale Traglast darstellt.) 4
d) | Mit den gleichen Uberlegungen wie in b) erhilt man: 2
R= D+d und r= D-d 2
4
Setzt man diese Ergebnisse in die Volumenformel fiir den Torus ein, dann gilt:
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| 1T | I
2. (D —=d)2 2
voF (D+d)-(D-d) =7[—-(D2—d2)-(D—d).
32 32
Setzt man diese Ergebnisse in die Oberflichenformel fiir den Torus ein, so ergibt
sich:
— 2 2
e =4.7T2.D_+d.D_d=”_.(D2_d2)‘
4 4 4
(Die Aufgabenstellung ermoglich ebenso den Beweis durch Umrechnung der
Formeln mit D und d in die Formeln mit R und r.)
e) | Soll der Schlauch bei D = const sein maximales Volumen haben, so muss d = 0
gelten; der Torus mit dem maximalen Volumen unter allen Tori mit gleichem ’
AuBendurchmesser hat also kein inneres Loch.
2.3
Dannist V. =7~ 2" 4nd damit V. ~ 0,308 m’ .
32 2
Insgesamt 22 BWE| 4 | 14 | 4

17. Partyzelt

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I Im | I
a) |Das Zelt besteht aus einem Wiirfel und einer aufgesetzten quadratischen Pyramide.
Der Wiirfel hat eine Hohe von 5 m.
Die Hohe h der Pyramide kann mit folgender Idee berechnet werden:
Ein Eckpunkt des Grundquadrats der Pyramide, der Mittelpunkt der Diagonalen d
des Grundquadrats und die Spitze der Pyramide bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
Die Hypotenuse hat die Lénge a =5 m.
2
Nach dem Satz des Pythagoras gilt: (%j +h?=a2.
Die Diagonale des Quadrats hat die Linge d =+/a’> +a’> =+/2a> =a-/2.
Also ergibt sich mit
2
h2 — az . [ a- \/E]
2
_ar B
4
-2 1255
2
die Pyramidenhéhe zu h ~ 3,536 m.
Damit ist die Gesamthohe tatsichlich etwa 8,536 m, also gut 8,5 m.
Hinweis: Die aufgesetzte Pyramide ist die Halfte eines regelméRigen Oktaeders.
Sollte dies erkannt und ausgenutzt werden, ist dies besonders anzuerkennen. 2 3
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b) | Das Volumen setzt sich aus dem Volumen des Wiirfels und dem der aufgesetzten
1
Pyramide zusammen: V =a3+ gaz -h.
Mit dem gegebenen a und dem aus dem in a) berechneten Wert fiir die Pyramiden-
hohe h ergibt sich ein Volumen von etwa 154,5 m?. 2 13
c¢) | Die Umhiillung besteht aus vier Quadraten mit der Kantenldnge a und aus vier
gleichseitigen Dreiecken mit der Kantenlidnge a.
Die Hohe h; eines gleichseitigen Dreiecks bestimmt sich mit dem Satz des Pytha-
goras zu
2
h, = (3) +h
2
la®  a’
prg e + e
4 2
2.
=—-3.
2
(vergleiche Aufgabenteil a). Somit ergibt sich die nétige gesamte Planenflidche zu
A:4-a2+4-l-a-hs =(4+3)-a%.
2
Mit dem gegebenen a sind das etwa 143,3 m? und damit weniger als 150 m?. 4
d) | Erster Weg:
Sei M der Mittelpunkt einer vertikalen Stange, S der Spitzenpunkt des Zeltes. Die
Strecke MS entspricht der Girlande und bildet die Hypotenuse eines rechtwinkli-
gen Dreiecks mit den Eckpunkten M, S und H. H liegt senkrecht unter S in einer
Hohe von 2,5 m, also 6,036 m unterhalb von S. Die Strecke HM hat wieder die
Linge <
g -
Mit dem Satz des Pythagoras gilt dann:
2
MSF =(2) +Hsr
2
d\ 2
= (;) +(h+2,5)
2 2
=(2,5-v2) + (12,5 +2,5)
=6,9%... .
Die Girlande ist damit etwa 6,99 m lang. 4
Anderer Weg:
Sei E ein Eckpunkt der Pyramide. Dann bilden E, S und M ein Dreieck, bei dem
der Winkel bei E 135° betrigt und fiir die Langen der Seiten ES und ME gilt:
[ES|=a und |ME|=2.
2
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Nach dem Kosinussatz gilt dann:

2
||\/|S|2 =a’ +a7—2-a§~cosl35°.

Eingesetzt und ausgerechnet ergibt sich die Lange der Girlande zu etwa 6,99 m.

e) | Betrachtet wird das rechtwinklige Dreieck HMS mit dem rechten Winkel in H (H
senkrecht unter S). Fiir die Strecken HS und MH gilt

|HS|:h+§=§‘\/§+§ und IMleg.ﬁ

Der Winkel a bestimmt sich z.B. {iber den Tangens:

Danach ist der Winkel o knapp 60° grof3.

Ebenso lasst sich der Winkel aus der Girlandenlange und der halben Quadrat-

diagonale mit dem Kosinus und aus der Girlandenlange und der Strecke MH
mit dem Sinus bestimmen. 4

Insgesamt 22 BWE | 4 | 14 | 4

18. Eishockeypucks

Zuordnung,
Bewertung

I | II |

Losungsskizze

Hinweis: Die MaRe eines Eishockeypucks werden in der englischen Mal3einheit
inch angegeben. Der Durchmesser betragt damit 3 inch und die Héhe 1 inch.
Durch Umrechnung ergeben sich die ,,krummen“ Zahlenwerte.

a) | Der Puck hat die Form eines Zylinders. Damit ist das Volumen bestimmbar mit
V, =m-r?-h. Die Hohe und der Radius als halber Durchmesser sind in der Auf-

gabenstellung gegeben.
Also: Vp =m-3,817-2,54=115,83... .

Das Volumen eines Pucks betrégt tatsachlich ungeféahr 116 cm?. 3
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b) | Um die Frage zu beantworten, muss zunéchst das Gesamtvolumen der Schachtel
bestimmt werden:
Die Schachtel ist ein Quader mit quadratischer Grundflache. Dessen Volumen
bestimmt sich mit V; =a?-h.
Die Seitenlédnge des Quadrats entspricht dem doppelten Durchmesser der Pucks;
damit ist a = 15,24 cm.
Da drei Pucks iibereinander liegen, betrdgt die Hohe h= 3-2,54 cm =7,62 cm.
Innenvolumen der Schachtel: Vg =15,24%-7,62~1769,80.
Die Schachtel hat ein Innenvolumen von ca. 1 770 cm’.
Von diesem Volumen muss das Volumen der Pucks abgezogen werden.
Volumen der 12 Pucks: V,, =12-V,, =1389,999....
Das Gesamtvolumen der 12 Pucks betrigt ca. 1 390 cm’.
Damit ist das Volumen der Luft V , =V, —V,, #379,8cm’.
Etwa 380 cm?® Luft sind in der Schachtel enthalten.
Prozentanteil der Luft:
Vin =0,2146.... .
Schachtel
Der Luftvolumenanteil der Schachtel betragt ca. 21,5 %.
Hinweis: Ein anderer Weg ist ebenso denkbar
e Bestimmung der Querschnittsflache
e Bestimmung der von den Pucks bedeckten Flache
e Bestimmung der nicht von Pucks bedeckten Anteils an dieser Flache
(entspricht dem Volumenanteil)
e Berechnung des Luftvolumens aus der nicht von Pucks bedeckten
Flache und der Hohe der Schachtel 2 17
©) Sei d die Diagonalenldnge der quadratischen
Schachtel. Die Kantenldnge der Schachtel ist
der doppelte Durchmesser eines Pucks d, .
d — Somit gilt: d2=(2-7,62)*+(2-7,62)?, also
d=2v2-7,62 (cm).
Der Durchmesser des Dorns d,,,, findet sich
dPuck . . . .
auf dieser Diagonalen zweimal wieder — zum
einen im eingezeichneten Dorn selbst, zum
anderen in zwei gleichen symmetrischen Teilen
in den Ecken der Schachtel. Somit gilt:
d=2-7,62+2-d,,,, also umgeformt:
2\2-7,62=2-7,62+2-d,,,,
2-dy,, =22-7,62-2-7,62=2-7,62-(2 -1)
Aoy = (2 -1)-7,62=3,156....
Also kann der Dorn einen maximalen Durchmesser von etwa 3,15 cm aufweisen. 2| 4
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Es sind natirlich auch andere Losungsansatze denkbar, z.B. Aufteilung in 4 Quadrate...

d) |Erster Weg iiber Ausnutzen der Abbildungen:

1 Kreis im Quadrat:
2 2
T - T
r o T 10,785..~78,5%.
(2r)" 4n 4

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betréigt ca. 21,5 %.

4 Kreise im Quadrat:
4--r} 4-zer?

T s 2 0,785..~78,5%.
(o ter 4

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betragt ca. 21,5 %.

Analog fiir neun Kreise im Quadrat:
9.-7-1,> 9.-z-1,°
T T T 10,785..~78,5%.
(6r,) 36r, 4

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betrégt ca. 21,5 %.

n’ Kreise in Quadrat:
n-z-r> nt-zr’ rx

o =———-=—~0,785..278,5%.
(Z.n.rn) 4n -, 4

Der nicht bedeckte Anteil des Quadrats betragt ca. 21,5 %. 2 |2

Dieser Weg lédsst sich auch zu einem einzigen Gedanken verdichten:

2
Anteil =1-n2 7| 2= | =1-Z~0,215.
2n 4
Wenn ausschliellich der allgemeine Nachweis gefiihrt wird, ist die volle Punktzahl

zu erteilen.

Insgesamt 22 BWE| 5 | 11| 6

19. Ballschachtel

Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze
[ | IT | IO

a) | Das regelmiBige Sechseck hat die Kantenldnge S =9 cm.

Ein regelmiBiges Sechseck ist aus sechs gleichseitigen Dreiecken aufgebaut. Der
gesuchte Radius ist die Hohe dieser Dreiecke. Diese Hohe ldsst sich iiber die An-
wendung des Satzes des Pythagoras berechnen:

2
1
r= Sz_(_sj , also
2
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1 2
r=,9’ —(5-9j =/81-20,25 =/60,75 ~ 7,794 .
Die Biélle haben tatsédchlich einen Radius von etwa 7,8 cm.
Die direkte Verwendung der Formel der H6he h in einem gleichseitigen Dreieck
mit der Seitenlénge s ist selbstversténdlich auch zugelassen:
hy=~3=4,53~779%.
2 4
b) | Die Gesamtflache besteht aus sechs Rechtecken und zwei regelméBigen Sechs-
ecken.
Fiir die Rechtecke ist noch die Hohe zu bestimmen. Sie betrdgt drei Balldurchmes-
ser plus 6 cm Styropor-Dicke, also h=6-r+6=6-./60,75 + 6 ~ 52,77 .
Ein Sechseck lésst sich aus sechs gleichseitigen Dreiecken zusammensetzen, deren
Kantenldnge s und deren Hohe das bereits berechnete (oder iibernommene) r ist.
Damit ist die Gesamtfldche A:6-s-h+2-6-l-s-r =6s-(h+r).
2
Die Gesamtfldche hat damit etwa 3 270 cm?. 2| 4
¢) | Das Volumen der drei Bélle ist das Volumen dreier Kugeln mit dem Radius
r=460,75cm=~7,8cm:
4
VB =3. g - I3
3
=4-7-(1/60,75)
=5950,1688...~5950,169
Das Volumen der Schachtel ist das Volumen eines Sechseckprismas mit bekannter
Hohe und Grundfliche:
Vp, =6-l-s-r-h
2
1
=6-—-9-60,75-(6-1/60,75 +6).
2
=11104,1650...
Das Volumen der Schachtel betrigt ca. 11104,165 cm’.
. 1y s .. 5950,169
Der Volumenanteil der Bille ist damit —————~0,5358...~53,6 %..
11104,165 5
d) | Die lange Seite des Kartons hat eine Lénge von 4r — in ihrer Richtung beriihren
sich gerade zwei Bille. Die kurze Seite ist die Diagonale eines Sechsecks und hat
damit die Lange 2s.
Dar= 735 , ergibt sich fiir das Verhéltnis Lénge der kurzen Seite : Lénge der
langen Seite 2s _ 1 wie gefordert
IE SRR | s |
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e) | Die Antwort lautet: Nein.
Die Oberfldche steigt zwar linear mit der Zahl der Bille, ist aber nicht zur Zahl der
Biille proportional.
Der Grund hierfiir liegt darin, dass bei jeder Anzahl von Béllen — also auch bei null
Billen — Grund- und Deckfldche und die beiden Streifen an den Seitenwénden,
hinter denen das Styropor liegt, vorhanden sind.
Der Teil der Seitenflachen, hinter dem die Balle untergebracht sind, steigt aller-
dings proportional zur Zahl der Balle. 3
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4

20. Meteorit
Zuordnung,
.. . Bewertung
Losungsskizze
I | 1T | I
a) | Am Anfang handelte es sich um eine Kugel mit dem Radius ro =4 m.
. 4 o
Mit V, = Eﬂ' -1 ergibt sich das Volumen zu V= 268 m®.
Mit der gegebenen Dichteformel ergibt sich die Masse zu m, ~ 858t. 212
b) | Die beobachtbare Bahn bildet die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit
den Kathetenlédngen 40 km und (75 km — 18 km =) 57 km. Mit dem Satz des Py-
thagoras ergibt sich die Bahnlénge zu ca. 69,6 km. 3
¢) |Der zeitliche Verlauf des Radius ist laut Aufgabenstellung eine lineare Funktion.
Beginnend bei ry = 4 m, verringert er sich pro Sekunde um 0,5 m.
(Die Funktionsgleichung ist also r(t)=4-0,5-t.)
Das zugehorige Diagramm:
4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
1 2 3 4 5 6 2|2
d) | Pro Hundertstelsekunde reduziert sich der Radius um (0,5 m/ 100 =) 5 mm. Also 1 1
ist Ar=5mm .
Mit den gegebenen Formeln fiir das Volumen der Kugelschale und fiir die Dichte
ergibt sich Am=p-47z-r?-Ar=3200-4rz-4*-0,005kg ~3220 kg . 2
Nach zwei Sekunden hat sich der Radius auf 3 m verringert.
Der Massenverlust ist deswegen nur noch Am =3200-47-32-0,005 kg ~1810kg. ! !
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III

Die geforderte Begriindung ist die Verallgemeinerung der Beobachtung und Rech-
nung aus d):

Da im Lauf der Zeit der Radius (linear) sinkt, sinkt bei konstantem Ar die Ober-
fliche quadratisch und damit auch der Massenverlust — der ja mit dem Quadrat des
Radius geht — in gleicher Weise.

Fiir das Volumen V (t) gilt: V(1) = %7[ -r’(t),und da r(t)=4-0,5-t, ergibt sich

die angegebene Formel. (Der zweite Term ist lediglich eine Ausmultiplizierung
des Binoms.)

(Hinweis: Wie man sieht, sinkt das Volumen mit der 3. Potenz der Zeit. Den Zu-
sammenhang zwischen dem zeitlichen Verlauf des Volumenverlusts — der Volu-
menveranderung — und des Volumens zu kl&ren, ist nicht Ziel dieser Aufgabe.)

Insgesamt 22 BWE

21. Das neue Rosenbeet

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

II

II

Die Flache der beiden kleinen Dreiecke betrigt jeweils 4,5 m?, die der beiden
grof3en jeweils 24,5 m?. Das ist leicht ersichtlich, wenn man die jeweils gegen-
iiberliegenden Dreiecke zu einem Quadrat zusammenfiigt.

Der Inhalt der restlichen Rasenflache betriagt also 58 m2. Die Flache des Rosen-
beets ergibt sich aus der Subtraktion des Inhalts der restlichen Rasenfliche von
der Quadratflache zu 42 m2.

Denkbar ist auch eine Berechnung der Rechteckseiten mittels des Satzes von
Pythagoras, woraus sich die Rechteckflache direkt bestimmen I&sst.

b)

X liegt zwischen 0 und 10.

Je zwei gegeniiberliegende Rasendreiecke lassen sich zu je einem Quadrat zu-
sammensetzen; diese Quadrate haben die Flachen x* bzw. (10 — x)>.
Diese Flidchen miissen von der Gesamtfldche von 100 m? subtrahiert werden:

A(X)=100-x>—-(10—-x)? 10
=-2X2+20x, 8
wie angegeben. 6

Der Graph dieser Funktion ist eine
nach unten gedffnete Parabel, deren
eine Nullstelle bei Null liegt. 2
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¢) | Durch Symmetrieliberlegungen, Kenntnis der Koordinaten des Scheitels einer

Parabel, Anwendung von Verschiebungen oder durch die Anwendung der Schei-
telpunktsform A(X) =—-2(X—5)*+ 50 ergibt sich das Maximum fiir X = 5.
Die maximale Flache ist dann A(5)=50. 3
Beix =5 ist (10 — X) = 5, also sind die vier Rasendreiecke kongruent und die vier 1

Rechteckseiten damit gleich lang.

d) | Je zwei gegeniiberliegende kongruente rechtwinklige Dreiecke ergeben ein
Rechteck mit den Kantenléngen X und 10 — X.
Somit ist die Flache fiir das verbleibende Rosenbeet

Ay (X)=100-2-X- (10~ X) 2

=2x%-20x+100, wie angegeben.

Einsetzen liefert A(5)= A, (5) =50, fir x =5 sind die Werte also gleich grof3 !
(was nicht wundern sollte, denn es handelt sich um dieselbe Figur!)
e) | Hier ist die quadratische Gleichung 70 = 2x?—20x + 100 zu 16sen.
Die Losungen sind X, =5++/10 und x, =5—+/10 (natirlich missen beide
Ldésungen zusammen 10 ergeben!).
Genaihert sind das X, = 8,16 und x, =1,84. 3
Der geforderte Nachweis ldsst sich auf etliche Weisen beibringen, z.B.
durch den direkten Nachweis, dass A(X) < A, (X):
Die Differenz A, (X)— A(X) ist gleich
Ay (X) = A(X) =4x>—40x+100
=4(x2-10x)+100
=4(x-5)
>0 3

Eine andere Vorgehensweise konnte die Betrachtung der Graphen sein. Der
Graph von Aq ist eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitel bei X = 5.
Am Scheitel muss Ag den minimalen Wert haben, also liegt der Graph von Aq
iiberall sonst iiber dem Graphen von A.

Auch eine geometrische Argumentation ist moglich.

Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 4
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I | I |10
a) | Skizze von Pachoms Weg; der Streckenzug umrandet ein Trapez mit rechten
Winkeln in B und in C.
12 km
X 8 km
18 km 3
b) | Berechnung des 4. Teilweges liber den Satz des Pythagoras:
X=/8+6" =10
Gesamtldnge von Pachoms Wanderweg: 18 km + 8 km + 12 km + 10 km =48 km. 3
P 18+12 5
¢) | Flicheninhalt des umwanderten Landes: A= -8 =120 (km”).
d) | Rechtecke mit dem Umfang 48 km:
Umfang in km 2a+2b=48
a 2 4 6 8 10 12 14
b 22 20 18 16 14 12 10
A in km? 44 80 108 128 140 144 140 3
Flacheninhaltsfunktion:
A=a-b
b=24-a
A=a-(24-a) =24a-a’.
160 -
A in km’
140
120
100
80 -
60 |
40
20 -
0 T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
ain km
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Das Quadrat mit der Seitenldnge 12 km hat den gleichen Umfang wie Pachoms
Wanderweg, mit 144 km” aber eine wesentlich groBere Fliche. 3
e) | Rechtecke mit dem Flicheninhalt 120 km®:
Ain km’ a-b=120
ain km 2 4 6 8 10 12 14
b in km 60 30 20 15 12 10 8,571
U in km 124 68 52 46 44 44 45,1 A
Umfangsldngenfunktion:
U=2a+2b
b = g
a
U=2a+2 20 —pa+ 2 2
a a
Grafische Darstellung:
140 -
U in km
120 -
100 4
80 -
60 -
40 4
20
2
0 T T T T T T T T T T T T |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
ain km
Von allen Rechtecken mit dem Flicheninhalt 120 km” gibt es offensichtlich ei-
nes mit geringstem Umfang.
Seine Seitenldngen a und b liegen jeweils zwischen 10 km und 12 km.
Eine genauere Priifung ergibt:
Das Quadrat mit der Seitenldnge /120 km ~ 10,954 km hat von allen Recht-
ecken mit dem Flacheninhalt den geringsten Umfang, ndmlich
U=4.+120 km ~ 43,818 km. 2
Das sind mehr als 4 km weniger, als Pachom auf seiner Wanderung zuriickgelegt hat.
Insgesamt 22 BWE| 6 | 10 | 6
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11 111
a) | Gesucht sind die Parameter a und b in der Gleichung der Preis-Absatz-Funktion
mit der Gleichung p(x)=a-x+b.
Hochstpreis bei x=0: p(0)=100. Also gilt b=100.
Sattingungsmenge bei X = 18 000, d.h. p(18000)=0.
Daraus folgt:
0=18000-a+100
1
a=-——.
180
Die Gleichung der Preisfunktion lautet p(x)= L. X+100. |
180

b) | Die Gleichung der Erlosfunktion E lautet
E(X)=X- p(X) = x-(—L-xHooj:—L-x2 +100x .
180 180
©) Preis p
d)

E(X) = ——— %> +100x = x(—L- x+1ooj
180 180
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Nullstellen der Parabel:
X=0 bzw. ———-X+100=0 <> x=18000.
180

Wegen der Symmetrieeigenschaften liegt das Maximum genau in der Mitte, also
bei X =9000.

E(9000) =9000- (—é 9000 + IOOJ =450000.

Bei Produktion und Verkauf von 9 000 Jeanshosen ist der Erlos mit 450 000 €
maximal.

Fixkosten: 90 000 €
Produktionsabhingige Kosten: 32 € / Hose.
K(x)=32x+90000

120

Zu berechnen sind die Abszissen der Schnittpunkte der Graphen von E und K.

32X +90000 = —— - x> + 100X

180
— L% 4 68x—90000 =0
180
x* =12 240 - X +16200000 = 0
X,, = 6120 £~/37454400 — 16200000
X, =1509,7...

X, =10730,2...
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Bis zu einer Produktion von 1 509 Hosen bzw. ab einer Produktion von 10 730
Hosen sind die Kosten hoher als der Erlos. 4
g | G(¥)=E(x)—K(x)
=~ % £100x— (32 X +90000)
180
=L x? 4+ 68x-90000
180
Zur Berechnung des Gewinnmaximums sind die Koordinaten des Scheitelpunk-
tes zu ermitteln.
Die Parabel mit der Gleichung y = L. x> + 68X —90000 hat ihr Maximum an
180
. NP . . 1
der gleichen Stelle wie die Parabel mit der Gleichung y = ——-X* + 68X .
180
1 1
Es gilt: y=—— X" +68X=——-X-(x—12240).
8 y 180 180 ( )
Die Funktion hat die Nullstellen 0 bzw. 12240. Das Maximum dieser Funktion
und damit auch von G liegt bei x = 6 120. Der Maximalgewinn G(6120) betragt
118 080 € im Monat.
Grafische Darstellung (im Aufgabentext nicht gefordert):
2 3
Summe
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1 I | 1II
a) | Die Gleichung erfiillt f(0) = 4. Die Konzentration soll pro Stunde um 5 % sinken,
es bleiben also 95 % noch vorhanden, also f(X)=4-0,95" mit X fiir die Zeit in
Stunden und f(x) fiir die Konzentration im mg pro Liter Blut.
Nach 1 Stunde: f(1)=4-0,95'=3,8.
Nach 4 Stunden:  f(4)=4-0,95" ~3,26.
Nach 12 Stunden:  f(12)=4-0,95" ~2,16.
Die Konzentration betridgt nach einer Stunde noch 3,8 mg, nach 4 Stunden etwa
3,26 mg und nach zwolf Stunden etwa 2,16 mg pro Liter. 313
b) | Konzentration nach 20 Minuten:
1
20 Minuten sind genau + Stunde, daher ist f(3)=4-0,95° ~3,93.
Nach zwanzig Minuten miisste die Konzentration 3,93 mg pro Liter betragen. 2
¢) |Zu losen ist folgende Ungleichung:
4.0,95" <0,2
0,95 < 0,05
x-1g 0,95 <1g 0,05
> 1g 0,05
12 0,95
X >58,4039...
Nach etwa 58 Stunden und 24 Minuten ist die Unvertrdglichkeitsgrenze unter-
schritten. 4
d) |Funktionsgleichung fiir linearen Abbau:
Der Term wird gebildet aus Bestand — Abnahmerate mal Zeit: g(x)=4-0,2X.
Exponentielles negatives Wachstum: 2
Die Abnahme (pro Stunde) geschieht proportional zum Bestand: Je kleiner die
Konzentration im Blut, desto weniger verringern sich die Werte in mg/1.
Theoretisch wird die Substanz nie ganz abgebaut, weil die Exponentialfunktion f )
niemals Null werden kann.
Lineares negatives Wachstum:
Die Abnahme geschieht immer um den gleichen Betrag pro Stunde.
Das hat auch zur Folge, dass in diesem Modell die Substanz vollstindig abgebaut
wird, im Beispiel ist dieser Zustand nach 20 Stunden erreicht. 2
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e) | Funktionsgleichung fiir exponentiellen Abbau nach P:

h(12,5)=a= 1,5, also steht a schon fest.

h(32)=1,5-b*"'*° =0,11. Damit ergibt sich fiir b:

0,11
1,5

b19,5 —

1

0,11 \195
b=| =
1,5

b=0,8746...~0,875.

Damit ist h(x)=1,5-0,875 ">,

Interpretation der berechneten Parameter:

a=1,5 ist der Bestand zum Zeitpunkt 12,5, der pro Stunde um ca. 12,5 % 1
(b~1-0,125) abgebaut wird.

Zeichnung wird nicht erwartet. Hier ist g ab P ersetzt durch h.

A

A
y
4
3 \
o
Z\
\
‘? N
=y \
2 - AN
\\
P(12,5|1,5) \ f.(x);=4;OM9ASXA L.
N A
1 \ \\
B o~
00 =
5 10 15 20 25 30 35 40

Insgesamt22 BWE| 5 | 13 | 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
1 I | 1II
a) Einzutragende Punkte:
> Nullpunkt: Spitze des Forder-
Ay N(0|0): Nullpunkt: Spitze des Ford
N X) bandes.
| N 2 4 P(2,5/-2,75): Mittelpunkt der Lade-
\ raumoffnung
\ Funktionsgleichung:
\
2 3\ f(x)=ax’, mit
\ P
\ f(2,5=a-2,5=-2,75
\ 11
\ =a=-—=-0,44
" \ 25
\\ Also ergibt sich: f(x)=-0,44-x’
Wertetabelle fiir f:
6 \\ (0,5]-0,11) (1}-0,44)
\ (1,5]-0,99) (2]-1,76)
\ (3]-3,96) (4]-7,04)
\
. | Sei g die Ersatzfunktion mit
-~ \\\ g(X)=-0,47- x> (Graph gestrichelt)
' (0,5]-0,12) (1-0,47)
(1,5-1,06) (2]-1,88)
(31-4,23) (4}-7,52) 51 4
b) | Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir den Abstand d:
d =+/2,5 +2,75° =/13,8125 ~ 3,72
Der Abstand betragt etwa 3,7 m. 2
¢) | Der Abstand der Oberkante des Lastkahns zum Forderband betrégt jetzt
2,75m+4m=6,75m.
Die Offnung des Laderaums beginnt wegen des linken Abstandes von 1 m also bei
der x-Koordinate 1 und endet bei 1 + 3 =4,
Losungsweg 1:
x-Koordinate des Strahls in 6,75m Tiefe: —6,75 = —0,44 x> = x> ~ 15,34. Da X im
betrachteten Ausschnitt > 0 ist, folgt X = 3,92. Es klappt also eben noch.
Mit der Ersatzfunktion ergibt sich analog X = 3,79. Hier ist der Strahl nicht ganz so
nah am Rand.
Losungsweg 2:
., Tiefe* des Strahls bei x = 4,0 (rechter Rand der Laderauméffhung):
f(4,0) = —7.04 = Das Schiff konnte sogar noch etwas tiefer liegen
0(4,0) = —7,52 = Das Schiff konnte hier ebenso tiefer liegen. 6
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d) | Verschiebung des Forderbandes und Ermittlung der zugehoérigen Funktionsglei-
chung:

Wurde in ¢) Lésungsweg 1 verwendet, so ist die tatsdchliche x-Koordinate des
Kiesstrahls in 6,75 m Tiefe berechnet. Die Differenz zur gewiinschten x-Koor-
dinate 2,5 ist dann die Verschiebung: 3,9 — 2,5 = 1,4. Das Forderband muss also
um etwa 1,4 m nach links verschoben werden, damit der Strahl wieder durch die
Mitte der Laderaumoffnung hinein féllt.

Die gesuchte, gedinderte Parabelgleichung lautet: h(x) = —0,44 (x + 1,4)*

Wurde in ¢) ein andere Losungsweg beschritten, kann man die Funktionsgleichung
und damit die Verschiebung auch iiber den Ansatz h(x) =—-0,44 (x + b)* und h(2,5)
=-6,75 bestimmen:

15,34 =(2,5+b)* = 3,92~ 2,5+ b (da b > 0 sein muss). Es folgt b ~ 1,4.

Mit der Ersatzfunktion ergibt sich analog h,(x) = 0,47 (x + 1,3).

Interpretation:

Die Oberseite des Forderbandes verlauft in 75 cm Hohe iiber dem Boden. Der Bo-
den hat also die y-Koordinate —0,75. Doch h(0) ~ —0,86, wenn man um 1,4 m ver-
schiebt bzw. h(0) ~ —0,88, wenn man um den genaueren Wert von 1,417 m ver-

schiebt . Das bedeutet, dass an der Kante der Ladestation der Kies auf den Boden
fallt statt ins Schiff. Eine derartige Verschiebung ist also nicht sinnvoll.

Zu diesem Schluss gelang man auch, wenn man denjenigen X-Wert berechnet, der
einer Héhe von —0,75 m entspricht. Der Ansatz —0,75 = —0,44 - (x +1,4)* liefert
den x-Wert —0,09, d.h. der Kies fillt auf den Boden.

Mit h,(0) = —0,79 kann ebenso argumentiert werden. 5

Insgesamt 22 BWE| 5 | 12 | 5

26. Laichplatze

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
1 I | 1II
a) {1000-0,97" ~715,3. Ungefahr 715 Fische erreichen die Laichplatze. 1
b) 0,97* <0,85
X-log 0,97 <log 0,85
S log 0,85
log 0,97
X>5,335...
Also sind nach 6 Gefahrenstufen erstmals weniger als 85 % der urspriinglichen
Fischzahl unterwegs.
Oder:
Nach 5 Gefahrenstufen: 0,97° =0,858...>0,85.
Nach 6 Gefahrenstufen: 0,97° =0,832...<0,85. 3
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c) ((1000 -0,97° - 250)-0,97° - 250) -0,97 ~ 264,56 ; also ungefihr 264 Fische.
Etwa 26,4 % der Lachse erreichen ihr Ziel. 1 2 2
d) |(1)a) Doppelt so viele Fische am Anfang: ungeféhr 1430 Fische am Ende (dop- 1
pelt so viele Fische am Ziel). .
0) ((2000 10,97° -250)-0,97° - 250) 10,97 ~ 979,86 ; also ungefihr 980 Fi-
sche
Anteil: 280 ~ 0,49 =49%
2000 1 1
Anzahl fast viermal so groB3; Anteil fast doppelt so viel.
(2)a) 1000-0,94"' ~506,3; also ungefihr 506 Fische (mehr als die Hilfte) |
0) ((1000 10,94° -250)-0,94° - 250) -0,94 ~ 98,8 ; also ungefihr 98 Fische
. 98 ! !
Anteil: ~0,098=9,8%. 1
1000
Anzahl weniger als die Hilfte; Anteil etwas weniger als ein Drittel. 1
©) |((1000-0,8-0,97* ~250)-0,97° ~250)-0,97 ~139,2.
((1000-0,97° - 250)-0,97° - 250) -0,8%218,2.
Die Zahl der Fische, die ihr Ziel erreichen, ist grofer, wenn die letzte Gefahren- 2
stelle eine Verlustrate von 20 % bewirkt. 2
Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5

27. Algen
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 1T |10
x
Sorte A: y=3-23
X
Sorte B: y=7-23
Zeichnung auf der ndchsten Seite. 3
b) | Sorte A: y=3-27 =3-(32) ~3-1,260° 1
Bei Sorte A betrégt der Wachstumsfaktor ungeféhr 1,260 pro Tag, das ist eine
tigliche Zunahme von 26,0%. 1
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X X

Sorte B: y=7-25=7-({2) ~7-1,149"

Bei Sorte B betrdgt der Wachstumsfaktor ungeféhr 1,149 pro Tag, das ist eine

tagliche Zunahme von 14,9%. 2
Grafische Darstellung zu a):

y

144
134
120
114
100

90r

80"

70t

60"

50t

a0t

30

20t

10t

XL
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
c) | Aus der Zeichnung ergibt sich, dass das Wachstum nach etwa 9 Tagen gleich 1
grof ist.
X X
3.23=7-25
lg3+-1g2=1g7+%-1g2
1g3+x';1g2:1g7+xo%1g2 2 3
g7 -1 lg7 -1
x=27led_leT- 183 g
Lile2 il
Die Fliachen sind nach etwas tliber 9 Tagen gleich groB3.
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I I III
d) b3} »
A=3.23 +7-25 =779,32 Der Teich ist ungefihr 780 m? groB. 2 1
Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5
28. *C
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |10
a) 5730 11500
f(5730)=0,5"7" =0,5=50% f(11500)=0,5"" ~ 0,249 ~25% 21 3
b) I R TR DT NN T &3
i T AT EN AR AN AR N R D% OR 3N EN 4R Em R A on Em 0n R A m R am o e o
;- AR SRR R RAF RN RN RO
2|1 2
0 0,53 =0,557% 1g0,53 =% 1g0,5= x =5248,3 e
Otzi starb vor etwa 5 250 Jahren.
d) | Altersbestimmung: 1922 —(~1323) =3245.
3245 2| 2
f(3245)=0,5" =0,6753=67,53%
In Tutanchamuns Mumie waren noch ca. 67,5 % des urspriinglichen C14-Anteils
vorhanden.
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¢) | Dernoch vorhandene Anteil an C14 ist
1 |2
0,97 ~0,0634.
Es gilt 0,0634=0,55% = x ~ 22802 5
Die Hohlenmalereien sind danach etwa 23 000 Jahre alt.
Insgesamt 22 BWE 12 | 4
29. Gefahr aus dem Weltall
Zuordnung,
Losungsskizze Dewertung
IT | III
a) | Aus der Zeichnung abgelesen: 20 Minuten
f(x)=2" x in Einheiten von 20 min
W(X) =2 =8" xin Einheiten von Stunden !
w(5) =8 =32768 1
Nach 5 Stunden betrigt die Lange des Wurms 32 768 mm oder ca. 32,77 m. 2
b) | v=300000""=1,08-10" "
2
s(1h)=1,08-10° km = 1 080 000 000 km.
s(1Tag) =1,08-10" X" - 24h = 2,592-10'" km = 25920 000 000 km .
c) | Das Funksignal breitet sich linear aus; das Wurmwachstum hingegen verlauft | 1
exponentiell.
d) | 2,59-10°km=2,59-10"mm
2,59-10' =8
‘o 1g2,59+16
lg 8
X~18,17
Nach etwas mehr als 18 Stunden (bzw. 13 Stunden nach Absenden des Warn-
signals) hat der Wurm die Erde mit seinem Vorderteil erreicht. 3 2
e) | Das Funksignal braucht 24 Stunden, um die Erde zu erreichen, d.h. es erreicht
die Erde erst 29 Stunden nach Beginn der Katastrophe. Es kommt damit zu spét 2 11 1
auf der Erde an.
Insgesamt 22 BWE| 5 | 12 | 5
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30. Stuntman

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 1T | I
a) |w=y. [
wev- [T
_100 4
3,6 V9,81
~17,74
Die Flugweite betrdgt ca. 17,74 m. 2 1
b) - w100
W_V.\/Z@V_F_Fgwﬁ 131
g 9.81
Ein Fahrzeug miisste eine Geschwindigkeit von mindestens 156,6 7 bzw.
563,8%m beim Absprung besitzen, was fiir ,,einen normalen Pkw* unmdglich ist. 1
C) — h w) _ 2h _g (w) _
W—V-\/%:(Vj =5 h‘?'[vj =§,11
Die Absprunghdhe miisste mindestens 8,11 m betragen, damit ein Fahrzeug bei
einer Geschwindigkeit von 140 'ih“ eine Flugweite von {iber 50 m erreicht. 112 2
d) | (1) Verdnderung der Flugweite bei doppelter Geschwindigkeit und gleich blei-
bender Absprunghdhe:
—oy. [0
w=2v \/Z
w ist proportional zu v. Eine Verdopplung der Geschwindigkeit bewirkt eine
Verdoppelung der Flugweite.
—y. [P oy, [
@) w=v- [ J2-v \/Z
W ist proportional zu Jh . Wird die Héhe verdoppelt, wichst die Flugweite
um den Faktor /2 , sie verdoppelt sich also nicht. Erst bei einer Vervier-
fachung der Hohe verdoppelt sich die Flugweite. 3] 4
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5
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31. Bricken
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 0|10
a) | Zeichnung z.B. so:
y
A
40 m B
12,5m 12,5m
> X
A(-20]12,5) und B(20 | 12,5) 3
b) | Gleichung (3) ist richtig. Eine Begriindung ist nicht gefordert. 2

c) | Aus Symmetriegriinden miissen lediglich 3 Einzelldngen berechnet werden, da
jede Seilldnge viermal auftritt.

Fiir die Gesamtlénge der Seile gilt also
4-(F(5)+f(10)+ f(15))=4-(0,78125+3,125+7,03125)=4-10,9375=43,75 . 4
Bei korrekter Auswahl in Aufgabenteil b) ergeben sich damit 43,75 m.

Falls in Aufgabenteil b) die falsche Auswahl (1) getroffen und damit folgerichtig
weitergerechnet wurde, ist dies zwar einerseits als korrekt zu beurteilen, wegen
des dann geringeren Rechenaufwands in Aufgabenteil c) aber mit zwei Punkten
Abzug zu werten. Im Falle der falschen Auswahlen (2) oder (4) in Aufgabenteil
b) und folgerichtigem Weiterarbeiten in Aufgabenteil c) ist wegen des dann ver-
gleichbaren Rechenaufwands in diesem Aufgabenteil die volle Punktzahl zu ge-
ben.

d) | Da eine Fahrbahnseite nach den Angaben aus der Abbildung 5 m breit ist, ergibt o)
sich die maximale Durchfahrtshéhe zu |f (5) m =4 m.

Eine Fahrzeughohe von 3,19 m bedeutet, dass bis zur maximalen Durchfahrts-
héhe noch 0,81 m fehlen. Es ist also die Gleichung

— 0,81 =—0,16x* zu losen. Die negative der beiden Losungen ist irrelevant, da
das Fahrzeug auf der rechten Fahrbahnhilfte fahren muss. Das Fahrzeug darf
also maximal 2,25 m breit sein.

e) | C¢=45. Zur Berechnung von a kénnen die Koordinaten des Punktes P (50/20)
genutzt werden:

20=a-50* +45
20=2500a +45

2500a =-25
100
Die Gleichung des Briickenbogens lautet damit y = L X2 +45. 1

100
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| 1T | I
f) | Die FuBpunkte der beiden Pfeiler lassen sich durch die Nullstellen der Parabel
beschreiben:
L y45-0
100
x> =4500
X=167,08...
. 3
Entfernung der Pfeilerfulpunkte: 2-67,08...=134,16...
Die FuBBpunkte der Pfeiler sind etwa 134 m voneinander entfernt.
Insgesamt 22 BWE| 4 | 14 | 4

32. Flacheninhalt eines Rechtecks

Zuordnung,
Bewertung

I | II | I

Losungsskizze

a) | Fur das Rechteck OBCD ergibt sich: Ajyp =2-5,5=11
und fiir das Rechteck OEFG: A, =8-2,5=20.

Der Flicheninhalt des Rechtecks OBCD betriigt 11 cm?, der des Rechtecks OEFG
20 cm’. 2

b) | g(x)=-0,5x+6,5 3

¢) | 9(X)=-0,5x+6,5. Eine Mdglichkeit ist, X = —2 in die Funktionsgleichung einzu-
setzen.

9(-2)=-0,5-(-2)+6,5=1+6,5=17,5.
Also liegt der Punkt (-2 | 7,5) auf der Geraden g.

Andere Argumentation: Der Punkt (0 | 6,5) liegt auf der Geraden. Zwei Einheiten
links davon ist wegen der Steigung von —0,5 der Funktionswert dort um eine Ein-
heit hoher, also liegt (-2 | 7,5) auf der Geraden. 3

Ersatzlosung:
h(x)=-0,5x+5,5.
h(-2)= -0,5-(-2)+5,5=1+5,5=6,5#17,5.

Der Punkt (-2 | 7,5) liegt nicht auf der Geraden h.
Bei richtiger Bearbeitung der Ersatzlésung wird 1 Punkt gegeben.

d) | A(X)=x-g(X) = X-(=0,5X+6,5) = —0,5x> +6,5x 3
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Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

II

III

Es gibt mehrere Losungswege: Drei werden hier dargestellt.

1. Losungsweg:
Berechnen der Nullstellen der quadratischen Funktion und anschlieBend Bestim-
mung der X-Koordinate des Scheitelpunktes durch Symmetrieiiberlegungen:

A(X)=—0,5x* +6,5X = X-(=0,5X + 6,5)
A(X) =0 bedeutet X =0 oder —0,5x+6,5=0. Also:
A(X) =0 bedeutet x =0 oder x =13.

Die x-Koordinate des Scheitelpunktes liegt in der Mitte zwischen den Nullstellen,
d. h. der Scheitelpunkt liegt bei x = 6,5. Eingesetzt in A ergibt sich:

A(6,5)=-0,5-6,5" +6,5-6,5=-21,125+42,25=21,125 . Also ist (6,5 | 21,125)
der Scheitelpunkt von A.

Das Rechteck mit maximalem Flacheninhalt hat die Langen 6,5 cm und 3,25 cm.
Der Flicheninhalt betrigt danach 21,125 cm”.

2. Losungsweg:
Die Scheitelpunktsform kann mit der quadratischen Ergénzung bestimmt werden:

A(X)=-0,5-(x—6,5)> +21,125.
Die Scheitelpunktkoordinaten lassen sich nun ablesen: S(6,5 | 21,125)

3. Losungsweg:
Als Losungsweg kann das Probieren mit Hilfe einer Wertetabelle akzeptiert wer-

den, wenn geniigend Werte, auch in der Umgebung von X = 6,5 berechnet werden.

Ersatzlosung mit A(X) =—0,5 X* + 5,5 X.

A(X)=-0,5%> +5,5x = X-(—0,5X +5,5).

Nullstellen von A: x=0 oder x=11.

Scheitelpunkt der Parabel von A liegt bei X = 5,5.
A(5,5)=-0,5-5,5"+5,5-5,5=—15,125+30,25=15,125.

Die Funktion f(x)=ax+b (a# 0) hat die Nullstelle x, = —~.
a

Das Rechteck (s. Abbildung) mit den Seitenldangen X und f(X) mit f(x)=ax+b
(@< 0und b > 0) hat den Flacheninhalt

AX)=x-T(x).
Wegen f(x)=ax+b gilt

A(X)=x-(a-x+b)

Der Graph der Funktion A ist eine Parabel mit den Nullstellen 0 und b Wegen
a

der Symmetrieeigenschaft von Parabeln quadratischer Funktionen liegt das Maxi-
mum der Funktion A in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen und damit an

b 1
der Stelle X, = —— = —Xyuistelie
2a 2
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II |10
ty
™~ ke
Insgesamt 22 BWE| 5 | 11 | 6
33. Rechteck im Trapez
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| I |10
a) | Flacheninhalt des Trapezes:
Es gibt verschiedene Losungswege.
A=15+3‘8=72(crn2). 3
b) | Es gibt verschiedene Losungswege.
P liegt auf der Geraden durch C und D.
Diese hat die Gleichung f(x) = —1,5x + 15. Der Punkt P hat die y-Koordinate
f(2)=-1,5-2+ 15 =12, also: P(2] 12).
Flicheninhalt des Rechtecks: Ag =2- 12 =24 (cm?). 3| 4
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
c) Der Flacheninhalt des Rechtecks ergibt sich aus dem Produkt der Koordinaten
des Punktes P.
AR=X-y=X-(-1,5x+ 15) 3
d) | AR=X-y=X-(=1,5x+ 15) =—1,5%* + 15x.
Es gibt mehrere Moglichkeiten, das Maximum des Flacheninhalts zu berechnen,
z.B.:
1. iiber die Nullstellen der Parabel:
Die Gleichung x- (—1,5x + 15) = 0 hat die Nullstellen 0 und 10.
Aus Symmetriegriinden liegt das gesuchte Maximum an der Stelle X = 5.
Das Maximum selbst betragt A =5-(-1,5-5+ 15)=37,5.
2. durch Scheitelpunktberechnung:
Ag =—1,5%" + 15x
Ag=-1,50¢ - 10x +25) + 37,5
Ag=-1,5(x—5)*+37,5
Scheitelpunkt S (5137.5).
Die Lage des gesuchten Rechtecks mit maximalem Flacheninhalt wird durch
den Punkt P (5 |—1,5-5 + 15) =P (5/7,5) beschrieben.
Der maximale Flicheninhalt betrigt 37,5 cm”. 312
e) Die geforderte Gerade hat die Gleichung p(x) = 2 X. 1
3
Zum Nachweis des Senkrechtstehens der Geraden
1. Mit Geradensteigungen:
. . . 2
Die Steigung von p ist m =—.
3
Die Steigung der Geraden durch C und D ist, wie schon bekannt, m., = 2 3
2
Das Produkt dieser Steigungen ist (— 1), also sind die Geraden senkrecht zuein-
ander. (Sollte dieser Sachverhalt nicht bekannt sein, so kann mit den zugehori-
gen Steigungsdreiecken argumentiert werden.)
2. mit dem Dreieck APsD:
Das Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn (Satz des Pythagoras!)
|AD =|AR,[ +|R,D| gilt.
Mit |ADI" = 225, |AR,|" = 69,2308 und|P, D|" =155,7692 ergibt sich das
gewiinschte Resultat.
Insgesamt 22 BWE| 7 | 10 | 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.
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34. Lohnerh6éhung

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 11
a) | Lohnerhohungen in Abhingigkeit vom Lohn:
Lohn | 200€ | 400€ | 600€ | 800 € | 1000€ | 1200 € | 1400 € | 1600 €
A 24€ | 24€ | 24€ | 24€ | 24€ 24 € 24 € 24 €
B 14€ | 18€ | 22€ | 26€ 30€ 34 € 38€ 42 €
C 6€ 12€ | 18€ | 24€ 30€ 36 € 42 € 48 €
b) | Berechnen der Lohnerh6hung in % und Erstellen der Tabelle und Grafik
(berechnete Werte auf eine Stelle gerundet): 4
Lohn | 200€ | 400€ | 600€ | 800 € | 1000 € | 1200 € | 1400 € | 1600 €
A 12% | 6% | 4% | 3% | 24% 2% LL7% | 1,5%
B 7% |45% |3,7% | 33% | 3% 28% | 2,7% | 2,6%
C 3% | 3% | 3% | 3% 3% 3% 3% 3%
Erhéhung in %
A
14,00% -
12,00% 1 A
10,00% -
8,00% -
B
6,00% -
4,00% -
Cc
2,00% -
0,00% ‘ . ‘ ‘ o 6
0 400 800 1200 1600
Lohn in €
¢) |Jenach dem, was zum Ausdruck gebracht werden soll, gilt eine der beiden
Begriindungen:
e Soll zum Ausdruck gebracht werden, dass untere Lohngruppen stérker profi-
tieren, ist die Grafik mit prozentualer Lohnerh6hung auszuwéhlen.
e Soll dagegen zum Ausdruck gebracht werden, dass alle das Gleiche an Lohn-
erh6hung erhalten, ist die gegebene Grafik auszuwéhlen. 5
Insgesamt 22 BWE 10 | 5

Quelle: Bearbeitete Version der Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards Mathematik Mittlerer Abschluss, 2003.
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35. Herr Sorgenfrei

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
IT | III
a n
V1K, =K, (1+2)
16
93 649,06 =50 000-(1+ %)
0 93 649,06
1+ w00 =T
50000
p=4
Im ersten Modell wird das Geld mit 4% verzinst. 2
b) | 1. Modell:
Gewinn: 93 649,06 — 50 000 = 43 649,06 1
Steuern: 43 649,06- 0,25 =10 912,27
Nettoauszahlung: 93 649,06 — 10 912,27 = 82 736,79
2. Modell:
50000-1,0325" =83 408,63
1
Also ist das 2. Modell trotz niedriger Zinsen wegen der Steuerfreiheit um 671,84 €
ertragreicher.
©) 193649,06=K, -(1+32)" .
~93649,06
* 11,0325
K, =59847,03
Die Schwester von Herrn Sorgenfrei miisste 59 847,03 € anlegen.
) |Nach 16 Jahren: ~ 50000-(1- )" =50 000-0,98 ~36189,89 2
Nach 16 Jahren betriagt die Kaufkraft der 50 000 € noch ca. 36 190 €. ) 1
1. Modell: 82736,79-0,98' ~59 884,70
Kaufkraft des Vermogens entsprechend dem ersten Modell: ca. 59 885 €.
©) 100000=50000-(1+22)’
1,0325* =2
x=_ 182
1g1,0325
X=21,7
Herr Sorgenfrei miisste sein Geld etwa 21,7 Jahre anlegen. 2
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 11
Bei 100 000 € miisste er das Geld genauso lange anlegen, da der Zeitraum fiir die 5
Verdoppelung des Kapitals nicht vom Anfangskapital abhéngig ist.
Insgesamt 22 BWE 10 | 4
36. Lotterie auf dem Schulfest
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I
a) | Es gibt 6 mogliche gleichwahrscheinliche Ergebnisse: rbg, rgb, brg, bgr, gbr, grb.
Das Ergebnis rbg ist eins davon. Also betrdgt die Wahrscheinlichkeit P(rbg) = P
Es kann auch mit Hilfe der einzelnen Ziige argumentiert werden:
11 1
P(r-b-g)= ——-1=—=17%.
(rbg)= gy t=g =7 2
b) |Die Anzahl n der moglichen Ergebnisse berechnet sich aus n=5-4-3-2-1=120.
Hinweis Die Anzahl ergibt sich aus 5! . 2
¢) | Wenn man das ,,Tippen* der Lotterieteilnehmer als einen zufélligen Vorgang auf-
fasst, bei dem alle 120 Ergebnisse gleichverteilt getippt werden, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit eines einzelnen Ereignisses ﬁ .
Bei 500 Tippscheinen werden 4,2 Gewinne erwartet, da 500-3; ~4,2. 4
d) |Einnahmen: 500-1,5 €=750 €
Ausgaben: 25 €+5-100 €=525 €.
Gewinn = Einnahmen — Ausgaben = 750 € - 525 € =225 €.
30 % von den Einnahmen sind 750 €-0,3=225 €.
Die Planung ist also — so gesehen — stimmig.
Das Risiko liegt in der Anzahl der auftretenden Gewinner. Die erwartete Anzahl
von Gewinnern ist ein Durchschnittswert fiir eine gro3e Anzahl von Tippscheinen.
Es konnen also durchaus mehr als 5 Gewinner vorkommen.
Man muss deshalb bedenken, ob man auf Vorrat gekaufte Gewinne zuriickgeben
kann bzw. ob man schnell Gewinne nachkaufen kann. 3 2
e) | Der Tabelle liegt eine Binomialverteilung zugrunde. Die Schwierigkeit fiir die
Schiilerinnen und Schiiler liegt darin, dass die Prozentangaben summiert und der
Unterschied zu 100 % betrachtet werden muss.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I | I

Es ist zu priifen, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Anzahl von Ge-
winnen erwartet werden kann. Die Klasse hat mit 5 Gewinnen kalkuliert. Diese
werden mit einer Wahrscheinlichkeit von 75,8 % ausreichen, d.h. in einem Viertel
der Fille werden mehr Gewinne abgefordert werden. Das Risiko, Verlust zu ma-
chen, ist grof3. Es empfiehlt sich, die Anzahl der Gewinne zu erhdhen:

Bei 6 und 7 Gewinnen bleibt noch eine Chance von 12,9 % bzw. 6,2 %, dass mehr
Gewinne abgefordert werden. Erst ab 8 Gewinnen sinkt die Wahrscheinlichkeit,
dass mehr Gewinne ausgezahlt werden, auf 2,7 %. Je nach Sicherheitsbediirfnis
konnen Schiilerinnen und Schiiler argumentieren, dass also mit 8 Gewinnen das
Restrisiko geniigend klein gehalten ist.

Das Produkt aus Anzahl der gekauften Gewinne und den Kosten fiir einen Gewinn
muss 500 ergeben. Man konnte also 8 Gewinne zu 62,5 € kaufen. 2 |3

Hinweis: Wenn Schiilerinnen und Schiler aufgrund eines anderen Sicherheitsbe-
durfnisses auf eine andere Zahl als 8 kommen und diese sinnvoll begriinden, so ist
die Aufgabe auch als richtig zu bewerten.

Insgesamt 22 BWE| 4 | 13 | 5

37. Lotterie

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[ | IO |10

a) | Fiir die erste Ziffer (das erste Plittchen) gibt es 5 Mdglichkeiten, fiir jede dieser 5
Moglichkeiten gibt es 4 Moglichkeiten fiir die nichste Ziffer u.s.w.

Insgesamt gibt es also 5-4-3-2-1=120 verschiedene mdgliche fiinfstellige Zah-
len, die gezogen werden konnen. 3

b) | Von den 120 bei der Zichung gleichwahrscheinlichen méglichen Gewinnzahlen
ist fiir den Kéufer (eines einzigen Loses) genau eine giinstig.

Also P, = ——=0,00833...~ 0,83 %.
120

¢) | Wenn nur die letzten beiden Ziffern iibereinstimmen sollen, kdnnen die drei ers-
ten Ziffern bei der Ziehung fiir den Losbesitzer beliebig sein. Dafiir gibt es dann
3!=6 Varianten. Insgesamt gibt es von den 120 bei der Ziehung gleichwahr-
scheinlichen moglichen Zahlen also 6, bei denen die letzten beiden Ziffern mit
denen des Losbesitzers iibereinstimmen. Eine von diesen 6 Gewinnzahlen wiirde
dem Losbesitzer aber einen Hauptgewinn bringen, so dass genau die verbleiben-
den 5 Gewinnzahlen zur ,,Riesenwurst mit Beilage* fithren. Die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit betriigt also p, = —— = = 0,04166...~ 4,2 % .
120 24
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Zuordnung,
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I | II |10

d) | Die Veranstalter haben 600 € (=1200-0,5 € ) Einnahmen und 12 € Materialkos-

ten.

Nachdem die Gewinnzahl gezogen worden ist, gibt es 10 Lose, die zu einem
Hauptgewinn gehdren. Entsprechend der Argumentation von c) gibt es 50 Lose,
die zur ,,Riesenwurst mit Beilage™ gehdren.

Also miissen die Veranstalter noch 100 € fiir Wiirstchen und 300 € fiir Buchpreise
einkalkulieren.

Dann bleiben also 188 € (=600 €-12 € -100 € -300 €) als ,,Gewinn* fiir die

Veranstalter {ibrig. Ausgeschiittet werden 400 €, das sind als 50 % der Einnah-
men von 600 €. 213

e) | Wenn nur 1 000 Lose verkauft werden, dann haben die Schiiler nur noch Ein-
nahmen in Héhe von 500 €.

Im fiir sie ungiinstigsten Fall haben sie dabei alle auch alle 60 Lose verkauft, die
durch die Ziehung zu ,,Ausschiittungskosten* fithren. Dann bleiben als Gewinn
gegeniiber d) 100 € weniger, also 88 €.

Im fiir die Schiiler finanziell giinstigsten Fall haben sie keines der 60 Lose ver-
kauft, die durch die Ziehung zu ,,Ausschiittungskosten‘ fiithren. Dann bleiben als
Gewinn 488 €.

Bemerkung:
Dieser Fall wére natirlich fiir die Veranstalter peinlich und wirde sie Betrugs-

vorwirfen aussetzen, glicklicherweise sind die beiden genannten Extremfélle —
vor allem der zweite — sehr unwahrscheinlich: ~10~ bzw. 5-107" ! 3| 2

f) | Genau dann, wenn bei der Ziehung als letzte Ziffer gerade die letzte Ziffer der
Losnummer des Losbesitzers gezogen wird, bekommt dieser iiberhaupt einen
Gewinn.

Man konnte diese Wahrscheinlichkeit {iber ein Abzéhlargument (vgl. ¢)) oder mit
Hilfe eines Baumdiagramms bestimmen.

Die einfachste Argumentation besteht aber darin, dass ja alle Pléttchen gleichbe-
rechtigt sind (Symmetrieargument), also auch in Bezug auf den letzten Zug.

. .. . 1
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdgt also p, = 3 =20%.

Insgesamt 22 BWE| 8 | 10 | 4

38. Spielenachmittag

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I 10

a) | ¢ Bjorn gewinnt genau noch dann, wenn Eva eine “1” wiirfelt. Also ist

P ("Bji’)rn gewinnt"|"Bjorn wirfteine 2”) = % ~=17%.

e Eva gewinnt genau noch dann, wenn sie eine ,,4“, eine ,,5° oder eine ,,6*

wiirfelt. Also ist P ("Eva gewinnt"|"Bjorn wirfteine3" ) = % = % =50%.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I 1T | 111

Bemerkung: Diese beiden Punkte kann man — vom fortgeschrittenen Standpunkt
aus — als Fragen nach bedingten Wahrscheinlichkeiten auffassen, dies wird der
klaren Versténdlichkeit wegen hier in der Losung auch in der Notation zum Aus-
druck gebracht. Dennoch ist Kenntnis und Umgang mit dem Begriff und dem Kal-
kil ,,bedingte Wahrscheinlichkeit* hier keine Voraussetzung. Durch die Bedin-
gungen werden hier vielmehr die Situationen beschrieben, welche die Schilerin-
nen und Schiler mit einfachen Wahrscheinlichkeitsvorstellungen bearbeiten kon-
nen. 212

b) | e« Das Spiel geht genau dann unentschieden aus, wenn insgesamt ein ,,Pasch*

geworfen wird: P("Spiel geht unentschieden aus") =6 % = % ~17%.

e Hier muss Bjorn eine ,,1* werfen und Eva eine ,,2%.

Also P(,,Eva wiirfelt eine ,,2* und gewinnt damit) = % % = % ~2,8% .

(Argumentation entweder mit der (stochastischen)Unabhéngigkeit der beiden
Wiirfe oder mithilfe eines zweistufigen Wahrscheinlichkeitsbaumes).

e Hier verwendet man am besten einen zweistufigen Wahrscheinlichkeitsbaum:
Bjorn hat nur eine Gewinnchance, wenn er eine ,,3“ oder eine ,,5° wiirfelt.
Damit er tatsdchlich gewinnt, muss Eva im ersten Fall eine ,,1 oder eine ,,2
werfen und im zweiten Fall eine der vier Zahlen von ,,1 bis ,,4. Also gilt:
P(,,Bjorn wiirfelt eine ungerade Zahl und gewinnt damit*)

Lz 14 2+4 1 00
66 66 36 6 4| 2

c) | Die Gewinnregel vergleicht die jeweiligen Augenzahlen, die (stochastisch)
unabhéngig voneinander geworfen werden. Daher spielt es fiir die Wahrschein-
lichkeiten der der drei moglichen Spielausginge keine Rolle, wer jeweils beginnt:
Bjorm kann Eva ruhig anfangen lassen. 4

d) | Da sich beliebig oft hintereinander die Situation ,,unentschieden* ergeben kdnnte,
liegt streng genommen ein Zufallsexperiment mit unendlich viele moglichen Aus-
gingen vor, das auf zwei Ausginge reduziert werden muss. Durch folgende Ar-
gumentation kann man diesem Problem entgehen: Nachdem Bjorn geworfen hat,
endet das Spiel, wenn Eva zum ersten Mal eine der fiinf Zahlen wirft, die ver-
schieden von der Zahl des Wurfes von Bjorn sind. Aus Symmetriegriinden sind
diese fiinf Zahlen gleichberechtigt, treten also mit gleicher Wahrscheinlichkeit als
entscheidende letzte Zahl auf. Es wird also der gleiche Effekt erzielt, als wenn im
zweiten Zug aus einer Urne mit den fiinf vom ersten Wurf verschiedenen Zahlen
gezogen wiirde.

Man kann nun entweder so weiter argumentieren, dass alle Wurfpaare mit
verschiedenen Werten gleichwahrscheinlich sind, von denen jeweils genau die
Hailfte zum Sieg von Bjorn bzw. Eva fiihren, oder man geht explizit auf das zuge-
horige Baumdiagramm ein und betrachtet z.B. alle Wege die zum Sieg von Bjorn
fithren:

P(,,Bjorn gewinnt*) = —- s % _ % _
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Das Spiel ist also fair.
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Bemerkung: Eine Argumentation in der hier vorgeflihrten Scharfe wird nicht fur
die volle Punktzahl erwartet, aber eine halbwegs liberzeugende Argumentation
sollte schon sichtbar werden.

Aus (c) folgt, dass das Spiel jetzt fair ist. Das schlieit jedoch nicht aus, dass die
relative Haufigkeit - z.B. fiir einen Sieg von Eva - auch bei einer groen Anzahl
von Spielen (,,Gesetz der grolen Zahl*) von 0,5 deutlich abweicht. Eva hatte ein-
fach eine ,,Gliicksstrahne*! (Dazu muss sie lediglich viermal mehr gewonnen
haben als Bjorn.).

Insgesamt 22 BWE

12

39. Verkehrszahlung

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

II

III

Vorbemerkung:
Die Bearbeitung dieser Aufgabe erfordert wenig Rechnungen, aber die Fahigkei-
ten,

- Aussagen zu verstehen,

- sorgfaltig zwischen Anteilen und Zahlen (also zwischen relativen und ab-
soluten Haufigkeiten) zu unterscheiden und

- Uberschlagsrechnungen ausfiihren zu konnen.

Die Aussage ist richtig:

Ein Blick auf das Diagramm zeigt, dass die Zahl der Pkws pro Stunde in der Zeit
von 17 Uhr bis 18 Uhr zu keiner anderen Tageszeit erreicht wird.

b)

Die Aussage ist falsch:

In der Zeit von 22 Uhr bis 7 Uhr sind mehr als 6 500 (6 738) Autos unterwegs,
wihrend das Maximum am Nachmittag (pro Stunde) bei 5 468 Autos liegt.

Die Aussage ist falsch:

Z. B. zwischen 2 und 3 Uhr sind mehr als 30 % der Fahrer nicht angeschnallt,
wihrend zwischen 14 und 18 Uhr sind niemals mehr als 10 % nicht angeschnallt.

d)

Die Aussage ist falsch:
Addiert man alle Werte, so erhélt man, dass im gesamten Beobachtungszeitraum
49 995 Pkws gezéhlt wurden, also im Schnitt etwas mehr als 2 000 pro Stunde

Hinweis: Legt man eine Parallele zur x-Achse bei 1500 Pkws pro Stunde in das
Diagramm, so sieht man, dass in 14 Stunden der Verkehr diesen Wert teilweise um

das Doppelte Gberschritten hat; dies kann in den anderen zehn Stunden nicht aus-
geglichen werden.
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Die Aussage ist richtig:

Da eine Stunde 3 600 Sekunden hat, bedeutet ,,mehr als ein Auto pro Sekunde®
mehr als 3 600 Pkws pro Stunde. Dieser Wert wird sowohl im morgendlichen wie
im frithabendlichen Verkehr deutlich iiberschritten.

Die Aussage ist richtig:
10 % ist einfach zu erkennen, ohne Rechnung.

2

Die Aussage ist richtig:
Hier ist es sinnvoll, die jeweiligen Anteile nicht angeschnallter Fahrer zu errechnen; es
reichen hierfiir ungeféhre Schétzungen. (Die genauen Werte — die nicht alle berechnet

Tag liegt.

werden miissen — sind in der unten angefiihrten Tabelle zusammengefasst.)
Man sieht, dass in den Nachtstunden der Anteil mit 27 % - 35 weit hoher als am

h) | Interpretationsmdglichkeiten sind:

e Es werden die absoluten Zahlen betrachtet. Dann ist die Aussage falsch, denn
die absoluten Werte der nicht angeschnallten Autofahrer sind am Nachmittag
am hdchsten.

e Es werden die prozentualen Anteile betrachtet. Dann ist die Aussage richtig,

denn in der Nacht ist der Anteil der nicht angeschnallten Autofahrer mit z.T.
iiber 30 % am hochsten.

e Die ,meisten“ kann auch ,,mehr als die Hélfte* bedeuten. Dann ist die Aussage
falsch, denn es sind niemals mehr als 50 % der Autofahrer nicht angeschnallt. 6

Insgesamt 22 BWE| 5 | 11 | 6

. Anteil der nicht angeschnallten . Anteil der nicht angeschnallten
Zeitraum Zeitraum

Fahrer Fahrer

0 Uhr - 1 Uhr 27,6 % 12 Uhr - 13 Uhr 9,8 %
1 Uhr - 2 Uhr 31,0 % 13 Uhr - 14 Uhr 8,9 %
2 Uhr - 3 Uhr 36,2 % 14 Uhr - 15 Uhr 9,9 %
3 Uhr - 4 Uhr 33,6 % 15 Uhr - 16 Uhr 9,9 %
4 Uhr - 5 Uhr 13,6 % 16 Uhr - 17 Uhr 8,0 %
5 Uhr - 6 Uhr 7,2 % 17 Uhr - 18 Uhr 7,8 %
6 Uhr - 7 Uhr 7,4 % 18 Uhr - 19 Uhr 10,1 %
7 Uhr - 8 Uhr 6,1 % 19 Uhr - 20 Uhr 12,5 %
8 Uhr - 9 Uhr 7,1% 20 Uhr - 21 Uhr 14,1 %
9 Uhr - 10 Uhr 9,7 % 21 Uhr - 22 Uhr 153 %
10 Uhr - 11 Uhr 8,3 % 22 Uhr - 23 Uhr 18,0 %
11 Uhr - 12 Uhr 9,4 % 23 Uhr - 24 Uhr 20,7 %
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a) | Eine ,4“ filhrt auf das Feld a, eine ,,5° auf das Feld b, eine ,,6* auf das Feld c.
Das Feld d ist mit einmaligem Wiirfeln nicht erreichbar.
. L . . 1
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,4, 5 oder 6* betragt %: 5
b) | Das Ereignis tritt ein, wenn man eine ,,1“ oder eine ,,3* wiirfelt. Die Wahrschein-
1
lichkeit fiir ,,1 oder 3 betragt %: %
¢) | Der dritte Wurf ist unabhingig von den beiden vorigen Wiirfen, also betragt die
Wabhrscheinlichkeit l
6 2
d) | Dies ist ein mehrstufiger Vorgang. Deshalb ist ein Baumdiagramm niitzlich.

1. Wurf 2. Wurf 3. Wurf

1
6

keine 6

| W

keine 6

Seine Struktur ist in den ersten beiden Teilen aufgebaut; es ist moglich, diese Er-
gebnisse zu verwenden:
Wenn man in der ersten Runde auf das Startfeld riickt, so hat man entweder

— im ersten Wurf eine Sechs, oder
— man hat im ersten Wurf keine Sechs, aber im zweiten, oder
— man zwei Wiirfe hintereinander keine Sechs und dann, im dritten, eine Sechs.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das erste Ereignis ist P = l
6

. .. . .. . 51 5
Das zweite Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit P=—-—=—
6 6 36
. .. . .. . 551 25
Das dritte Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit P=—-—-— =—.
6 6 6 216

Die Summe dieser drei Zahlen ist die gefragte Wahrscheinlichkeit, also

1 5 25 91
Pt =~ 42 %,
6 36 216 216
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Der einfachere Losungsweg verwendet das Gegenereignis G (,,Nach drei Wiirfen
immer noch keine Sechs*) zum betrachteten Ereignis E (,,Mindestens einer der
ersten drei Wiirfe war eine Sechs®):

55 5 125 . .
PG)==——--— =——. Da P(E)=1-P(G), ergibt sich

6 6 6 216

PE)=1-2-2L 2470

216 216
Im Mittel in weniger als der Hélfte aller Fille kann man seine Figur in der ersten
Runde auf das Startfeld stellen. Dies hat also schon mit Gliick zu tun, ist aber auch

nicht unwahrscheinlich.

Felix hat neun Mal hinter einander keine Sechs gewdirfelt. Dafiir ist die Wahr-
9
scheinlichkeit (fj ~19,38% .
6

Wenn etwas mit der Wahrscheinlichkeit von knapp 20 % vorkommt, so passiert es
im Mittel in jedem fiinften Fall und nicht ,in jedem tausendsten Fall®
Felix hat also nicht Recht.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle vier in der ersten Runde ,,rauskommen, betragt

4
91 . .. . . .
(—j ~ 3%, also betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ,,mindestens einer
216

nicht rauskommt®, ca. 97 %, das ist ,,fast sicher®.

Allerdings ist Miriams Aussage auch keine sinnvolle Entgegnung zu Felix’
Ungliick, sie hitte wie in e) argumentieren miissen.

Insgesamt 22 BWE

12

41. Quader

Losungsskizze
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II

III

1 2 3 4 5 6
Gerd 43 34 122 119 40 42
Frauke 43 36 115 125 33 48
Martha 46 35 117 123 32 47
Absolute Haufigkeit 132 105 354 367 105 137
Relative Haufigkeit 0,11 | 0,09 | 0,30 | 0,31 | 0,09 | 0,11
Relative Haufigkeit in Prozent | 11 9 30 31 9 11

b)

Fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung miissen die 1 und die 6, die 2 und die 5 und die
3 und 4 jeweils gleich wahrscheinlich sein. Auerdem muss die Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten 100 % ergeben, Dies kann erreicht werden, indem z.B. die Wahr-
scheinlichkeit fiir die 4 auf 30 % gesetzt werden. Sein Vorschlag ist also stimmig.
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¢) | Der zu erwartende Gewinn pro Spiel betrdgt aus Sicht der Losbudenbetreiber:
2-0,09-(-5+1) €+(2-0,11+2-0,3)-1€=0,10 €.

Auf lange Sicht machen die drei Losbudenbetreiber im Durchschnitt pro Durchfiih-
rung einen Gewinn von 0,10 €. Sie konnen also auf lange Sicht damit rechnen,
einen Gewinn zu machen. 4

d) | Die Auszahlungssumme ist X. Dann gibt die folgende Gleichung den auf lange
Sicht zu erwartenden Gewinn wieder:

2:0,09-(—x+1) +(2-0,11+2-0,3)-1 =0,70 2
Durch Ausmultiplizieren erhélt man
-0,18-x+0,18 +0,82 =0,70

-0,18x+1=0,70 | —1
—-0,18x=-0,31:-0,18

x=2~1,67
3

Bei einer Auszahlungssumme von 1,67 € machen die drei Losbudenbetreiber einen
durchschnittlichen Gewinn von 0,70 € pro Spiel.

Fiir einen Spieler ist dieses Spiel aber nicht sehr attraktiv. Einerseits ist der Gewinn
eines Spielers nur 1,67 € —1 € =0,67 €. Andererseits ist die Wahrscheinlichkeit zu

gewinnen mit 0,18 (also ungeféhr 20 %) auch ziemlich gering.

e) | Martha hat nicht Recht. Es kann durchaus passieren, dass in den ersten Spielen
hintereinander Auszahlungen von 5 € (also ein Verlust von 4 € fiir die Losbuden-
betreiber) vorgenommen werden miissen.

Im schlimmsten Fall miissen am Anfang mehrere Auszahlungen hintereinander
vorgenommen werden. Fiir diesen Fall ist das Startkapital einzusetzen. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir n Auszahlungen hintereinander l4sst sich durch 0,18" berechnen

und einige Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle dargestellt.

Anzahl n 2 3 4 5 6 7

Wabhrscheinlich-
keit fir n Aus-
zahlungen hin-
tereinander

0,0324 |0,0058320,001050 |0.000189 | 0,000034 | 0,000006

Verlust bei n
Auszahlungen 8 12 16 20 24 28
hintereinander

Hier spielt das Sicherheitsbediirfnis eine Rolle. Natiirlich kann es vorkommen,
dass z. B. 7 Auszahlungen hintereinander vorgenommen werden miissen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist allerdings sehr klein: 0,0006 %. Die
Wahrscheinlichkeit, 4 Auszahlungen hintereinander vornehmen zu miissen, betragt
etwa 1 % mit insgesamt 16 € Verlust. Geht man davon aus, dieses Risiko abdecken
zu wollen, so reichen 10 € nicht aus und man sollte ein Startkapital von 16 € ha-
ben. In diesem Fall hitte nicht Frauke Recht, sondern Gerd.

Hinweis: Jede schliissige und mit Zahlen belegte Antwort ist hier als richtig zu bewerten. 4

Insgesamt22 BWE| 7 | 12 | 4
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a) | Eine Schwierigkeit dieser Aufgabe sind die sehr kleinen Ausfallwahrscheinlich-

keiten. Daher wird die Exponentialdarstellung verlangt.

Zur Losung ist ein Baumdiagramm sehr niitzlich.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich dann:

P(.kein Triebwerk fillt aus*)=(1-10"" )4 =0,99999* ~ 0,99996 ~ 99,996 %

. « 5\* -20

P(,,alle Triebwerke fallen aus )=(10 ) =10"".

Fiir die dritte Teilaufgabe muss (z.B. mithilfe eines Baumes) ausgezihlt werden:
Trieb- Trieb- Trieb- Trieb-
werk werk werk werk

1 2 3 4
D D H
° ° °
D D H D
° ° °
D H D D
° ° °
H D D D
° ® °
P « )3 -5 -15

P(.drei Triebwerke fallen aus*) = 4-(107*) - (1-10"") ~3,99996-107".

Die letzte Teilaufgabe ist sinnvoll mithilfe des Gegenereignisses (und damit des

ersten Aufgabenteils) zu 16sen:

P("mindestens ein Treibwerk fallt aus") =1— P("kein Triebwerk fillt aus")
=1-10,99996000059999600001
=0,00003999940000399999
~ 0,00399994 %
~ 0,004 %.

Hinweis: Durch die Rundung wird die Tatsache unterschlagen, dass die eben be-

rechnete Wahrscheinlichkeit groRer ist, als die unter b) berechnete. 4 | 6 | 2

b) | P("genau ein Triebwerk fallt aus") = 4-0,00001-0,99999°
=4-0,00000999970000299999
=0,00003999880001199996
~ 0,00399988 %
= 0,004 %.

In der Schiilerrechnung liegen drei Rechenfehler vor:

147



Erwartungshorizonte und Bewertung Vergleichsarbeit Mathematik an Gymnasien, Klasse 10

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IT |10
e Jedes der 4 Triebwerke kann ausfallen, der Schiiler hat nicht mit 4 multipli-
ziert.
e 107 wurde falsch in 0,0001 umgerechnet und auch die Gegenwahrscheinlich-
keit wurde daher falsch zu 0,9999.
e Ein weiterer Fehler ergibt sich entweder durch eine falsche Rundung oder
durch eine falsche Umrechnung in die Prozentdarstellung. 2 | 4
) | Es ist zu erwarten, dass 50-650-4- ! = E =1,3 Triebwerke pro Jahr ausfal-
100000 10
len. Die Anforderungen der Fluggesellschaft werden daher erfiillt. 2| 2
Insgesamt 22 BWE| 6 | 12 | 4
43. Dominosteine
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | 1T |10
a) || Augenwert 0| 1|2 [3|4|5|6]7]8]|9
Apzahl der Steine mit 1 1 lalalalslalals]s
diesem Augenwert
Augenwert 1011 (1213 |14 |15|16| 17| 18
Anzahl der Steine mit
diesem Augenwert SlA 43322l 3
b) | Ein Spiel ist dann fair, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir Gewinnen und Verlie-
ren gleich grof} sind.
Von den 55 Steinen haben 30 Steine eine einstellige Augenzahl und 25 Steine eine
zweistellige Augenzahl. Die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Stein zu ziehen,
betragt % Damit ist die Wahrscheinlichkeit, einen Stein mit einer einstelligen
30
Augenzahl zu erhalten, —>0,5=50% .
55
Anna hat Recht. Das Spiel ist nicht fair. 3
¢) | Das Domino-Spiel enthidlt 55 Steine, das ist eine ungerade Anzahl. Deshalb kann
es keine Aufteilung fiir ein faires Spiel geben. Entweder Anna oder Leo wird im-
mer mindestens ein Stein mehr zugeordnet. 2
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d) 240

Auf lange Sicht erhélt Leo durchschnittlich E-40 Eurocent = — Eurocent pro
55 11

Spiel, muss aber an Anna durchschnittlich 2. 60 Eurocent = 300 Eurocent abge-
55 11

ben. Er macht also pro Durchfiihrung durchschnittlich einen Verlust von ungefahr

300 240 60

— ——=— Eurocent. Bei 50 Durchfiihrungen macht Leo also einen durch-
11 11 11

Lo 60
schnittlichen Verlust von — - 50 Eurocent ~ 273 Eurocent .
11

e) | Auch wenn das Spiel fair ist, sind immer Abweichungen vom Erwartungswert
moglich. Deshalb hat Leo nicht Recht. Aus demselben Grund hat aber auch Anna
nicht Recht. Selbst wenn sehr héufig gespielt wird, sind Abweichungen vom Er-
wartungswert immer moglich und sogar zu erwarten. 2 1

f) | Das Verhiltnis der Anzahl der Steine mit einstelligen Augenzahlen zur Anzahl der
anderen Steinen ist 30 :25. Also muss das Verhéltnis der Gewinne umgekehrt
sein, also 25 : 30. Zum Beispiel kann Leo 25 Eurocent gewinnen und Anna 30
Eurocent.

Auf lange Sicht nimmt damit Leo pro Durchfiihrung 0. 25 Eurocent =
55

150 . .. . . - .
— Eurocent ein, und fiir Anna betrédgt die durchschnittliche Einnahme
11

25 150

— 30 Eurocent =— Eurocent .

55 11

Die Strategie steckt in der obigen Erlduterung. Das Verhéltnis der Gewinne muss
dem umgekehrten Verhiltnis der Anzahl der Steine entsprechen. Damit erhélt man
beliebig viele Gewinnpléne.

Insgesamt 22 BWE| 6 | 11 | 5

44. Wortlegespiel

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | II | I

a) | Das Alphabet hat 26 Buchstaben. Davon sind die fiinf Vokale A, E, I, O, U mit den
Anzahlen gegeben. Es bleiben 21 Konsonanten.

21-18 Pléttchen = 378 Pléttchen.
Fiinf Vokale: 90 Plattchen. Insgesamt sind es also 468 Pléttchen. 2
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b)

P(A) = ER 0,0534.
468

P(kein B) = 22— 1%

~ 0,9615.

P(Konsonant) = LI 0,8077.
468

Die letzten 13 Buchstaben sind N, O, P, Q, R, S, T, U, V, W, X, Y, Z. Damit ergibt

sich als Wahrscheinlichkeit 22218 £ 0.4658 .
468

P(3 Vokale) = —. 2. £ 0,0069=0,69% .
468 467 466

P(Vokal, Konsonant, Vokal) = 20 3788 0,0297~3,0%.

468 467 466

d)

Buchstabenkombination H A U S beim Ziehen in genau dieser Buchstaben-
reihenfolge:
18 25 10 18

PHAUS) = —. —>.—.
468 467 466 465

~ 0,00000171 = 0,00017 %.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer beliebigen Kombination ist die Glei-
che wie im Aufgabenteil d)

Nun muss geklart werden, wie viele verschiedenen Kombinationen es gibt. Dazu
kann man sich ein Baumdiagramm vorstellen: in der ersten Stufe gibt es 4 Mog-
lichkeiten, fiir die zweite Stufe gibt es dann noch 3 Moglichkeiten. In der dritten
Stufe gibt es 2 Mdglichkeiten und in der letzten Stufe eine Moglichkeit.

Insgesamt gibt es 4-3-2-1= 24 verschiedene Kombinationen:

Hinweis: Die Berechnung der Anzahl der Kombinationen kann auch durch Abzah-
len in einem Baumdiagramm erfolgen.

Also ist die Wahrscheinlichkeit, die 4 Buchstaben ohne Beriicksichtigung der Rei-
18 25 10 18

22 22 £0,0000410 ~ 0,004% .
468 467 466 465

henfolge zu ziehen, gleich 24 -

Auch aufgrund der Rechnung folgt, dass diese Wahrscheinlichkeit 24 Mals so grof3
ist wie die Wahrscheinlichkeit beim beachten der Reihenfolge.

Insgesamt 22 BWE

12
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I I | III
a) | Da sich 70 % der Abstimmungsberechtigten an der Abstimmung beteiligt haben,
sind dies 42 000 000-0,7 =29 400 000 . Also: 29,4 Millionen Franzosen haben
abgestimmt. 2
b) | In den Niederlanden haben von 11,6 Millionen Berechtigten 64 % teilgenommen,
davon haben 38,4 % mit ,,Ja* gestimmt.
Das sind also 11600000-0,64-0,384 =2 850816 Biirger. Die Aussage stimmt
also. 3
Nein-Stimmen: 11600 000-0,64-0,616=4 573184 . Das ist weniger als die Halfte
aller Stimmberechtigten. Man kann also nicht sagen, dass sich die Mehrheit der
Niederlédnder gegen die Verfassung entschieden hat. 1] 2
¢) | Hier muss jeweils in mehreren Schritten gerechnet werden.
Frankreich:
1. Tatsdchlich haben 29 400 000 Franzosen abgestimmt.
3
2. Tatsdchlich gab es (29 400 000-0,451=) 13259 400 Ja-Stimmen.
3. Die gewiinschte halbe Million zuséitzlicher Ja-Stimmen erhoht diese Zahl auf
13 759 400 und
4. die Zahl der Abstimmenden auf 29 900 000.
5. Nun ist aber 13759400 ~ 46% ; auch so wire die Verfassung in Frankreich
29900 000
nicht angenommen worden.
Niederlande:
1. Tatséchlich haben 11600 000-0,64 =7 424 000 Niederldnder abgestimmt.
2. Tatséchlich gab es 7424 000- 0,384 =2 850816 Ja-Stimmen.
3. Die gewiinschte halbe Million zusédtzlicher Ja-Stimmen erhoht diese Zahl auf
3350 816 und
4. die Zahl der Abstimmenden auf 7 924 000.
5. Nun ist aber M ~ 42 % ; auch so wire die Verfassung in den Niederlan-
7924 000
den nicht angenommen worden.
In beiden Landern hétte auch jeweils eine halbe Million zusétzlicher Ja-Stimmen
das Abstimmungsergebnis nicht wesentlich gedndert. 4
d) | 760 von 1200 entspricht einem Anteil von 63,3 %. Die Befragung deckt sich also
gut mit der Abstimmung, 2
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e) | Wenn auch in der Befragung ein ,,Ja“-Anteil von etwa 45 % hitte auftreten sollen,
so hitten nur 185 der Befragten angeben diirfen, dass sie mit ,,Ja“ stimmen wollen.
Also sind 21 ,,Ja*“-Stimmen zu viel. 2
f) | Einsetzen in die Formel liefert fiir die Franzosen einen Sicherheitsbereich von
etwa 14 %.
Andererseits gilt 206 ~50,2%.
410
Das Ergebnis der Abstimmung lag also knapp auBlerhalb des Sicherheitsbereichs,
den die Wahlforscher angegeben hatten. 3
Insgesamt 22 BWE| 8 | 14 | 0
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