Abiturpriafung 2000

MATHEMATIK

als Leistungskursfach

Arbeitszeit: 240 Minuten

Der Fachausschuss wahlt je eine Aufgabe aus den Gebieten
LM1, LM2 und LM3 zur Bearbeitung aus.
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LM1. INFINITESIMALRECHNUNG

Gegeben ist die Schar der in IR definierten Funktionenf, : x (kzx + k)e""X
mit kOR". Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

1. a)

b)

c)

d)

b)

Bestimmen Sie die Schnittpunkte von G, mit den Koordinatenachsen
und untersuchen Sie das Verhalten von f_flir x - +cound x - —oo.
Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts von G,.

[zur Kontrolle: f; (x) = —k3xe ]
Zeigen Sie, dass G, genau einen Wendepunkt W, besitzt, und geben
Sie dessen Koordinaten an. Weisen Sie nach, dass ey =k (3 — kx)
eine Gleichung der Wendetangente t, ist.
Geben Sie eine Gleichung der Kurve C an, auf der alle Punkte W,
liegen.
Berechnen Sie f;(1,6). Zeichnen Sie unter Berucksichtigung aller bis-

herigen Ergebnisse G; und t; in ein gemeinsames Koordinatensystem
im Bereichx [0[-1,5;4] (L&ngeneinheit 2 cm).

Durch F(x) = (ax +b) e™ ist eine Stammfunktion von f; gegeben.

Bestimmen Sie a und b.

Der Graph G; und die Koordinatenachsen begrenzen im ersten Qua-
dranten ein Flachenstick, das sich ins Unendliche erstreckt. Zeigen
Sie, dass dieses Flachenstiick einen endlichen Inhalt besitzt.

3. Begriinden Sie, dass die Einschrankung von f, auf IR " eine Umkehrfunk-
tion h besitzt, und geben Sie deren Definitions- und Wertebereich an. Der
Term von h soll nicht explizit ermittelt werden. Begriinden Sie, an wel-
cher Stelle die Ableitung von h ein lokales Extremum aufweist. Bestim-
men Sie den Wert der Ableitung von h an dieser Stelle.

4. Der Funktionswert f,(t) sei die Mal3zahl fiir die Masse einer Substanz in
Abhéngigkeit von der Zeit. Dabei ist t die MalRzahl der von Messbeginn
an in Sekunden gemessenen Zeit (t=0).

a)

b)

Zu welchem Zeitpunkt ist die Massenabnahme am stérksten? Begrin-
den Sie Ihre Antwort.
Nach T Sekunden ist die Anfangsmasse auf die Halfte abgesunken.

Bestimmen Sie ein Intervall der Lange % indem T liegt.
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4(1-1Inx)
(Inx)?
Der Graph von f wird mit G, bezeichnet.

a) Geben Sie die Nullstelle von f an und untersuchen Sie das Verhalten
von f an den Randern von D, .

b) Bestimmen Sie die Monotoniebereiche von f und zeigen Sie, dass G¢
genau einen Extrempunkt E besitzt. Geben Sie auch Art und Koordi-
4(Inx —2)
—— 1
X (Inx)
c) Berechnen Sie f(2) und f(12) und zeichnen Sie G, unter Beriick-
sichtigung aller bisherigen Ergebnisse (Langeneinheit 1 cm).

1. Gegeben ist die Funktion f:x— mit Ds =] 1;+oo [.

naten von E an. [zur Kontrolle: f'(x) =

d) Begrinden Sie ohne Verwendung der 2. Ableitung von f, dass G,
mindestens einen Wendepunkt besitzen muss.

e) Weisen Sie nach, dass durch F(x) = —|4—X +4e eine integralfreie
nx

X
Darstellung der Funktion x+— f(t)dt fir x >1 gegeben ist.
e
f) G, und die x-Achse begrenzen im vierten Quadranten ein sich ins Un-
endliche erstreckendes Flachenstiick. Untersuchen Sie, ob dieses ei-

nen endlichen Inhalt besitzt.

2. In nebenstehender Figur ist der | /
Querschnitt eines beztglich der
y-Achse rotationssymmetrischen,
massiven Werkstiicks gegeben. Ein 4+
Teil der Berandung des Quer- 21
schnitts ist der Graph Gy, der
Funktion h:x — 3/x =1 mit
x[[1;10].

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Querschnitts.
b) Bestimmen Sie die Gleichung der Umkehrfunktion h™ von h und ge-
ben Sie den Definitions- und Wertebereich von h™ an.

=
O

9
¢) Begriinden Sie, dass 10?11+ (1+%x?)? Gtdx das Volumen des
0

Werkstlicks angibt und berechnen Sie dieses.






BE

NN DNDN

LM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK

Eine Kaffeerosterei bezieht ihre Kaffeebohnen aus Lateinamerika, und
zwar 2 Sorten aus Brasilien, 2 Sorten aus Venezuela und 4 Sorten aus
Kolumbien. In der Rosterei werden jeweils 4 Sorten zusammengemischt,
wobei aus jedem Land mindestens eine Sorte vertreten sein muss.

Wie viele solche Mischungen sind moglich?

. Angeblich bevorzugen mindestens 30 % der Kaffeetrinker koffeinfreien

Kaffee.

a) Entwerfen Sie auf der Basis von 800 Befragten einen geeigneten Sig-
nifikanztest mit dem Signifikanzniveau 5 %. Ermitteln Sie die Ent-
scheidungsregel; legen Sie dabei die Normalverteilung als Naherung
zugrunde.

b) In Minchen gaben 210 von 800 Befragten an, koffeinfreien Kaffee zu
bevorzugen.

Interpretieren Sie dieses Umfrageergebnis im Sinne des von Ihnen in
Teilaufgabe a entworfenen Tests.

. Als Kaufanreiz legt die Kaffeertsterei in 20 % aller Kaffeedosen ein Kaf-

feetdsschen. Die Dosen gelangen in zufélliger Sortierung in die Regale
eines Supermarkts. Monika kauft dort jede Woche eine Dose.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet sie

a) inder 5. Woche das erste Tasschen,

b) spétestens in der 5. Woche das erste Tasschen,

c) fruhestens in der 5. Woche das erste Tasschen,

d) genau ein Tasschen in den ersten 5 Wochen?

. Wie gro3 misste der Anteil p der Kaffeedosen mit einem T&sschen min-

destens sein, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 %
unter 20 Dosen wenigstens eine mit einem T&sschen ist?

(Fortsetzung néchste Seite)
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Bei einer groReren Lieferung von Porzellantésschen ist ein unbekannter

Anteil d beschadigt. Schatzen Sie mithilfe der Tschebyschow-Unglei-

chung die Anzahl der Tasschen ab, die man mindestens Gberprifen muss,
um d mit einer Sicherheit von mindestens 90 % auf 5 Prozentpunkte ge-
nau zu bestimmen.

Der Hersteller der Kaffeetdsschen, der normalerweise Tasschen mit einer
Ausschussquote von 10 % liefert, kommt mit der Produktion nicht nach.
Er bezieht daher 20 % der Tasschen von einem Zulieferer, bei dem die
Ausschussquote 30 % betragt. Hersteller und Zulieferer verpacken je-
weils ihre Tasschen in gleicher Weise in nicht unterscheidbare Kisten, die
jeweils eine groRe Anzahl Tasschen enthalten.
In der Kaffeertsterei bemerkt man den erhohten Ausschuss und ftihrt fol-
genden Schnelltest durch:
Einer Kiste werden 5 Tasschen entnommen. Wenn darunter hdchstens ein
Tasschen defekt ist, wird die Kiste verwendet, andernfalls ausgesondert.
Fur die Rosterei kdnnen dabei folgende zusatzliche Kosten entstehen:
150 DM beim Aussondern einer Kiste mit der Ausschussquote 10 % und
120 DM bei der Verwendung einer Kiste mit der Ausschussquote 30 %.
a) Berechnen Sie die mittleren zuséatzlichen Kosten pro Kiste.
b) Wie viel darf der Schnelltest pro Kiste hochstens kosten, damit er sich
gegentber der Alternative, alle Kisten ungeprift zu verwenden, aus
finanzieller Sicht lohnt?
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V.

Die Schuler der K13 des Graf-Felix-Gymnasiums wollen beim Herbstfest
eine Tombola zum Thema ,,EURQO* veranstalten. Dazu werden die folgenden
zwei Vorschlage diskutiert.

1.

Vorschlag I:

Auf einem Glicksrad sind vier gleich groRe Sektoren mit den Buchstaben
E, U, R und O markiert. Nach jeder Drehung wird der angezeigte Buch-
stabe notiert.

a)

b)

d)

Das Glicksrad wird als ideal vorausgesetzt. Bestimmen Sie die

Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

E,: ,,Bei den ersten vier Drehungen wird genau ein E notiert®,

E.: ,,.Spatestens bei der vierten Drehung wird erstmals ein E notiert”,

Es: ,,Bei den ersten vier Drehungen werden vier verschiedene
Buchstaben notiert*,

E4: ,,Nach funf Drehungen kann man aus den notierten Buchstaben
unter Weglassen eines Buchstabens das Wort EURO bilden*.

[Ergebnis: P(E) =%

Ein Spiel besteht aus flinfmaligem Drehen des idealen Gliicksrads.
Kann man aus den notierten Buchstaben unter Weglassen eines Buch-
stabens das Wort EURO bilden, gewinnt man einen Preis.
Bestimmen Sie mithilfe der Tschebyschow-Ungleichung ein mdg-
lichst kleines Intervall, in dem die Zahl der zu vergebenden Preise mit
mindestens 90 % Wahrscheinlichkeit liegt, wenn 640 Spiele ausge-
flhrt werden.
Es werden 640 Spiele wie in Teilaufgabe b ausgefiihrt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass die bereitgestellten Preise nicht ausreichen, soll
unter 5 % bleiben. Wie viele Preise miissen mindestens bereitgestellt
werden, wenn man die Normalverteilung als Naherung zugrunde
legt?
Nach der Inbetriebnahme des Glicksrads ist der Verdacht aufge-
kommen, dass der Buchstabe E unerwartet oft als Ergebnis auftritt.
Die Nullhypothese Hy: ,,Das Glicksrad liefert den Buchstaben E mit
einer Wahrscheinlichkeit von hdchstens 25 %* soll durch 200-
maliges Drehen des Gllcksrads getestet werden. Bestimmen Sie die
Entscheidungsregel fiir das Signifikanzniveau 5 %.

(Fortsetzung néchste Seite)
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. Vorschlag IlI:

In einer Urne liegen 4k, kJIN, gleichartige Kugeln, von denen jeweils

k Kugeln einen der Buchstaben E, U, R oder O als Aufschrift tragen. Ein

Teilnehmer an der Tombola zieht vier Kugeln ohne Zurticklegen. Er er-

hélt einen Preis, wenn er aus seinen Buchstaben das Wort EURO bilden

kann.

a) Berechnen Sie fiir k =5 die Wahrscheinlichkeit, dass er einen Preis
gewinnt.

b) Wie groB ist in Abhéngigkeit von k die Wahrscheinlichkeit p(k), dass
er einen Preis gewinnt? Bestimmen Sie den Grenzwert von p(k) flr
K - +oo,

c) Erlautern Sie in Worten, warum der Grenzwert aus Teilaufgabe 2b
mit dem Ergebnis flr P(E3) aus Teilaufgabe 1a tbereinstimmt.
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In einem kartesischen Koordinatensystem des R3sind die Punkte A(411]3),
P(-2|-2]9), Q1| -5|—3) sowie die Ebenenschar E;: 8x; —tx, +7x53 +3=0
mit tJ R gegeben.

1.

Essei € =k [APund &, =([AQ mitk, (OIR",
Bestimmen Sie k, ¢ und einen weiteren Vektor &; so, dass &;,6,,€; eine
Orthonormalbasis des R* bilden.

a) Welche Ebene der Schar E; besitzt den gro3ten Abstand vom Koordi-
natenursprung?

b) Fir welches t0 R ist E; echt parallel zur Geraden AP? Diese zu AP
parallele Ebene der Schar wird mit E bezeichnet. Zeigen Sie, dass der
Punkt Q in E liegt. [Teilergebnis: E = E,]

c) Geben Sie eine Gleichung in Normalenform fiir die Ebene H an, in
der die Punkte A, P und Q liegen.

[mOgliches Ergebnis: H: 2x; —2x, + X3 —9=0]

d) Die Schnittgerade von H und E ist s. Begriinden Sie, dass s parallel zu
AP ist, und geben Sie eine Gleichung von s an.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte B und C in der Ebene E
sowie des Punkts D auf der Strecke [AP] derart, dass das Viereck
ABCD ein Quadrat ist, das in einer zu H senkrechten Ebene liegt.

[Teilergebnis: B(0|5]1), C(-4|3|5)]

b) Legen Sie ein Schragbild des Koordina-
tensystems an (ganze Seite, Ursprung in
der Blattmitte) und tragen Sie das Quadrat
ABCD, die Schnittgerade s sowie die
Punkte P und Q ein. Xy

X3

Die Punkte A, B, Q, D und C bilden zusam- X

men mit einem Punkt R ein Prisma mit der Grundflache ABQ.

a) Zeichnen Sie das Prisma in das Koordinatensystem von Aufgabe 3b
ein und begrunden Sie, dass das Prisma gerade ist.

b) Berechnen Sie das VVolumen des Prismas.
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VI.

In einem Kkartesischen Koordinatensystem des R®sind die Punkte
A(10]|0]0), B(0]10|0) und die Ebenenschar H,: ax; —x3 =0, ad R™ ge-
geben. F, ist der Ful3punkt des von A aus auf die Ebene H, geféllten Lots.
Der Lotful3punkt F,, der Koordinatenursprung O und die Punkte A und B
bilden die Ecken des Tetraeders OABF, . Dieses Tetraeder ist nicht regular,
d. h., die Kanten sind nicht alle gleich lang.

1. a)

b)

b)

Begrunden Sie, dass alle Ebenen H, die x,-Achse enthalten.
Welche Ebene erhélt man fir a —» 4+ ?
Berechnen Sie die Koordinaten von F,.

(10 10a )
[Ergebnis: F, o a 0| oo ]
Zeichnen Sie das Tetraeder OABF, fur

a =2 in ein Schrégbild des Koordina- X3
tensystems ein (Querformat, Ursprung

in der Blattmitte).

Begrlinden Sie, dass alle Seitenflachen

des Tetraeders OABF, rechtwinklige

Dreiecke sind. X

Bestimmen Sie den Umkreismittelpunkt M des (rechtwinkligen!)
Dreiecks OAB. Begrtinden Sie ohne Rechnung, dass M auch Mittel-
punkt der Kugel ist, auf der alle Ecken des Tetraeders OABF, lie-
gen. Geben Sie eine Gleichung dieser Kugel an.

Berechnen Sie das Tetraedervolumen V, und begriinden Sie, dass es
einadIR™ gibt, fiir das V, maximal wird.

Bestimmen Sie die Gleichung derjenigen Ebene H,, die den Mittel-
punkt N der Strecke [AF,] enthalt. Diese Ebene schneidet das Te-
traeder OABF, und zerlegt es in zwei Teilkdrper. Kennzeichnen Sie
die entstandene Schnittflache im Schragbild aus Teilaufgabe 1c.
Bestimmen Sie das Verhaltnis, in dem die VVolumina der beiden

Teilkdrper stehen.
In welchem Verhaltnis teilt die Ebene H; den Winkel zwischen den
3

an der Kante [OB] zusammenstolRenden Seitenflachen des Tetra-
eders OABF,?



