BAYERN Abitur 1988 Mathematik Lestungskurs

I nfinitesimalrechnung |

Gegeben ist die Schar der Funktionen
forz 2’ —In(z® +a®)
mit ¢ € RY und D = R.

1. (a) Untersuchen Sie die Graphen G, von f, auf Symmetrie. Bestimmen Sie
das Verhalten der Funktionen f, fiir z — %oco.

2 2
(b) Zeigen Sie, dass fiir die Ableitung gilt: f.(z) = 23;(3;2:22 1).
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Scharfunktion in Abh#ingig-
keit von @ und bestimmen Sie damit Lage und Art der Extrema. Folgern
Sie, dass jede Scharfunktion einen minimalen Funktionswert m, besitzt
und berechnen Sie diesen Wert.

oe—1—0a% fiir a<l1

o= —2Ilna fir aZl]

(c) Welche Scharkurven (7, haben mit der z-Achse Punkte gemeinsam, und
wie viele derartige Punkte gibt es dann? Begrtinden Sie Thre Antwort.

(d) Weisen Sie nach, dass flir @1 < a2 der Graph (G4 stets oberhalb des
Graphen (9 liegt.

(e) Zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse und der Funk-
tionswerte fa(1), fa(2), fo5(2) die Graphen Go und Gy im Intervall
—2 < z < 2 in ein Koordinatensystem mit Li#ngeneinheit 2 cm ein.

: . m
[Teilergebnis: m

2. (a) Bestimmen Sie unter Verwendung partieller Integration eine Stammfunk-
tion F, von f,.

1 z
v qn s T3 _ 2 2y el
D Fy(z) =
[Mégliches Ergebnis: Fj(z) 3% + 2z — zln(z” + a°) — 2a arctan —|
a

(b) Berechnen Sie den Inhalt A des zwischen den Graphen GGa und Gy
liegenden Flichenstiicks.

Hinweis: Unter Verwendung der bekannten Abschétzung lnz < 2z —1 flir

+on o : z® + 03
z € R kinnen Sie zeigen: lim z.-——-%5 =0.
T+ =+ aj
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I nfinitesmalrechnung ||

Gegeben ist die auf R definierte Funktionen
1

V[ +1

Der Graph von f wird mit G5 bezeichnet.

f 1z — arccos

1. (a) Untersuchen Sie f auf Symmetrie und Nullstellen. Wie verhilt sich f(z)
fiir |z| = c0?
(b) Zeigen Sie, dass fir z > 0 gilt: f'(z) = m
Geben Sie f'(z) fiir z > 0 an, und untersuchen Sie, sie sich f'(x) und
der Graph Gy in Der Umgebung von z = 0 verhalten.
(c) Bestimmen Sie die Monotoniebereiche und das Extremum von f.

(d) Berechnen Sie die Funktionswerte an den Stellen %, 1, 2 und 3 (auf zwei
Stellen nach dem Komma gerundet). Zeichnen Sie den Graphen G ¢ unter
Verwendung aller bisherigen Ergebnisse (Lingeneinheit 2 cm, Ursprung
in Blattmitte).

2. Die Einschriinkung der Funktion f auf die Definitionsmenge RJ hat eine Um-
kehrfunktion g.

(a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von g in der Form z = g(y), und
geben Sie die Definitionsmenge I, und die Wertemenge W, an.

(b) Zeigen Sie, dass fiir z € R gilt: f(z) = arctan \/|z|.
x
3. Gegeben ist die Funktion F : z — farctan V[t dt mit Dy = R.
0

(a) Begriinden Sie ohne Berechnung des Integrals: F' besitzt genau eine Null-
stelle, und der Graph Gy von F hat dort einen Terassenpunkt.

(b) Stellen Sie F(z) fiir # > 0 integralfrei dar. Beginnen Sie dazu mit der
Substitution z = v/%.
[Zur Kontrolle: F(z) = (z + 1) - arctan /z — /7]

(c) Die Graphen der Funktionen

w w w
Zw+z—1 und h.th(w)—Ew—l

sind Geraden durch den Punkt(1|F(1)) (Nachweis nicht erforderlich).
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Differenzfunktionen Dy :
z— F(z) — g{z) und Dy : 2 — h(z) — F(z) im Bereich z > 1.

(d) Skizzieren Sie in das angelegte Koordinatensystem den Graphen G so-

wie im Bereich # > 1 die Graphen von g und A unter Verwendung der
Ergebnisse der Teilaufgabe 3a und 3c.

g:z e g(z)=
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Analytische Geometrie |

Durch die Punkte A(0|0[0), B(10|0|0), C(6[12|0) und D(6|2|8) ist eine auf der z; zo-
Ebene stehende dreiseitige Pyramide gegeben. Die Ebene, in der die Punkte A, B
und C liegen, werde mit F, digjenige, in der die Punkte A, C und D liegen, mit
FEs bezeichnet.

1. (a) Legen Sie ¢in Schriighild des kartesischen Koordinatensystems an (z. B.
gemiify untenstehender Skizze, Ursprung in Blattmitte, Querformat, Ein-
heit 1cm), und zeichnen Sie die Pyramide ABCD ein.

(b) Bestimmen Sie einen Lotvektor 7 der Ebene E; und einen Lotvektor
7ia der Ebene Es und zeigen Sie, dass 77, 72 linear unabhiingig, dagegen
71, s, B D linear abhéingig sind. Welche Dimension hat also der von den
Vektoren 77, 72 und BD aufgespannte Vektorraum?

2. Es sei hp die Lotgerade von B auf sy und hp die Lotgerade von D auf E;.

(a) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes H von hAg und hp
und die Koordinaten des Fufipunktes Dy des Lotes hp.

[Zur Kontrolle: H(6|2|2,5)]
(b) Die durch die Punkte B, D und H bestimmte Ebene sei 3. Sie hat mit
der Kante [AC] den Punkt G gemeinsam. Tragen Sie H und Dy in dei

angelegte Zeichnung ein und konstuieren Sie damit den Punkt G und den
Fulpunkt By des Lotes hgp.

(c) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Geraden GH und BD sich senkrecht
schneiden. Wie kann man dieses Ergebnis ohne Rechnung erschlieflen?

Zu 1.a.
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Analytische Geometriell

In einem kartesischen Koordinatensystem ist die Schar der Geraden

5 —dg
Go:T=15|4+0 1 mit a,0 €R
8 3a

durch den Punkt A(6|5|8) sowie die Gerade

10 -
h:Z=| 0] +un]| O mit p€R
5 3

gegeben.

1. (a) Zeigen Sie, dass der Punkt A nicht auf h liegt.

(b) Weisen Sie nach, dass jede Schargerade g, die Gerade h schneidet, und

dass durch jeden Punkt von h eine Schargerade geht.

(c) Begriinden Sie mit Hife der bisherigen Ergebnisse, dass alle Geraden g, in
einer Ebene F; liegen. Stellen Sie eine Gleichung von E; in Normalenform

auf.
[Mgliches Ergebnis: Fy : 3z + 423 — 50 = 0]

(d) % sei diegjenige Gerade durch A, die in F; liegt, nicht aber zur Geraden-
schar g, gehdrt. Welche besondere Lage im Koordinatensystem haben

E]_, h und k?

2. (a) Der Punkt B(10|0|5) liegt auf der Geraden h. Durch den Punkt A wird
die zu AB senkrechte Ebene E, gelegt. Sie schneidet h in C. Berechnen

Sie die Koordinaten von C.

(b) Die Schnittgerade von F; und Es gehdrt zur Schar der Geraden g,.

Berechnen Sie den zugehirigen Parameterwert a.

3. Ein Punkt F wird auf der Geraden A so gewiihlt, dass die Pyramide OABF
den Rauminhalt % erhiilt. Berechnen Sie die Koordinaten eines solchen

Punlktes.
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Wahr scheinlichkeitsrechnung |

Ein Reiseunternehmen chartert ein Flugzeug, das 250 Passagiere aufnehmen kann,
fiir Flige nach Gransolio.

1. An einem Flug nehmen 243 Personen teil.

(a)
(b)

Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die freien Pliitze?

Das Flugzeug hat 50 Plitze fiir Raucher und 200 Plétze fiir Nichtrau-
cher. 47 Fluggiste belegen einen Platz fiir Raucher, die restlichen einen
Platz fiir Nichtraucher. Wie viele Mglichkeiten gibt es jetzt fiir die freien
Plitze?

2. Das Reiseuntemehmen weiss aus Erfahrung, dass e¢in gebuchter Platz nur mit
der Wahrscheinlichkeit 0,9 auch tatséichlich belegt wird.

(a)
(b)

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 50 zufillig ausgewiihlten
gebuchten Pliitzen mindestens 46 belegt werden?

Da gebuchte Pléitze mit der Wahrscheinlichkeit 0,1 nicht belegt werden,
ist das Reiseuntemehmen dazu ibergegangen, die Fliige um 10% tiber-
buchen zu lassen. Das bedeutet, dass ftir jeden Flug 275 Pliitze verkauft
werden. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass nicht alle Personen,
welche die Reise wirklich antreten wollen, mit dem Flugzeug beftrdert
werden kénnen? Niherung mit der Normalverteilung!

3. Das Reiseunternehmen #ndert die Vertragsbedingungen und méchte nun in
Erfahrung bringen, ob sich die bisherige Wahrscheinlichkeit fir Nichtbelegung
eines gebuchten Platzes (Riicktrittswahrscheinlichkeit) von 0, 1 auf einen neuy-
en Wert p indert. Dazu werden die néichsten 1500 Buchungen untersucht.

(a)

Schiitzen Sie mit Hilfe der Tschebyschow-Ungleichung ab, um wieviel
die relative Hiufigkeit der Reiserlicktritte hiichstens von der Riicktritts-
wahrscheinlichkeit p abweicht bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von
mindestens 99%. Verwenden Sie p(1 — p) < 5.

Bestimmen Sie mit Hilfe der Normalverteilung bei unvertinderter Riick-
trittswahrscheinlichkeit 0,1 einen miglichst kleinen, zum bisherigen Er-
wartungswert flir die Riicktritte symmetrischen Bereich, in dem die An-
zahl der Riicktritte (bel 1500 Buchungen) mit mindestes 95% Wahr-
scheinlichkeit liegt. Welchen Schluss kann das Reiseuntemehmen ziehen,
wenn tatsiichlich 123 Riicktritte gezéihlt werden?

4. Fin Reiseleiter behauptet, dadd mindestens 60% der Fliige nach Gransolio
Verspiitung haben. Das Reiseuntemehmen méchte diese Aussage tiberpriifen.
Daraufhin werden die niichsten 20 Fliige auf ihre Piinktlichkeit hin kontrol-
liert. Kann der Behauptung des Reiseleiters auf dem Signifikanzniveau 5%
widersprochen werden, wenn 8 dieser Fltige Verspiitung haben?
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Wahrscheinlichkeitsrechnung ||

Zu jedem Ziffemschloss gehdrt eine ,Geheimzahl®, mit der das Schloss gebfinet
werden kann. Im Folgenden werden als Geheimzahlen vierstellige Zahlen verwendet,
die aus den Ziffern 1 bis einschliefllich 7 gebildet werden kinnen. Dabei wird die
Produktion so gesteuert, das alle mglichen Geheimzahlen gleichwahrscheinlich sind.

1. (a) Berechnen Sie den Anteil aller Geheimzahlen, die genau zwei gleiche Zif-
fern enthalten. Bei welchem Bruchteil dieser Geheimzahlen sind die {iber-
einstimmenden Ziffern benachbart?

(b) Sind die Ereignisse Z := ,Die Geheimzahl enthiilt genau zwel {iberein-
stimmende Ziffern“ und U := , Die Geheimzahl besteht nur aus ungera-
den Ziffern“ unabhiingig? Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhiilt man ein Element aus U, wenn man
nur aus den Elementen von Z zufillig auswéhlt?

2. Aus einer Tagesproduktion werden 200 Ziffernschlisser zufiillig ausgewiihlt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich unter diesen 200 Schléssern min-
destens eines, das sich mit der Geheinzahl 1234 &ffnen lisst? Verwenden sie
die Poisson-Niiherung.

3. Die Zufallsgrifle X gibt die Zahl der Einsen an, die in einer Geheimzahl vor-
kommen.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X auf 0,1% genau.

(b) Man wihlt nun 100 Ziffernschldsser zufillig aus. X; ist die Anzahl der
Eingen in der Geheimzahl des i-tﬁjré Schlosses. Berechnen Sie den Erwar-
tungswert der Zufallsgréfie Y = >~ X;.

i=1

(¢) Schiitzen Sie mit der Ungleichung von Tschebyschow die Mindestwahr-
scheinlichkeit dafiir ab, dass der Erwartungswert von ¥ um weniger als
15 verfehlt wird.

4. Um einen Hinweis auf die Gleichwahrscheinlichkeit aller m&glichen Geheim-
zahlen zu erhalten, werden im Laufe eines Jahres 20000 Schl&sser tiberpriift.
Es wird folgender Test durchgefiihrt: Man bestimmt die Anzahl T der Ge-
heimzahlen, die die Ziffer 1 genau einmal enthalten. Liegt 7' im Intervall
[7100; 7300], dann h#lt man an der Nullhypothese Hy := ,Der Anteil der
Geheimzahlen, die die Ziffer 1 genau einmal enthalten, betriigt 36%“ fest;
andernfalls lehnt man sie ab. Mit welcher Wahrscheinlichkeit lehnt man die
Nullhypothese irrttimlich ab? Verwenden Sie dabei die Normalverteilung.
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