BAYERN Abitur 1990 Mathematik Lestungskurs

I nfinitesimalrechnung |

Gegeben ist die Funktion

4-(1—z) €' fir z<1
frzm 4-Inx
z

fiir z>1

Der Graph der Funktion f wird mit Gy bezeichnet.

1. (a) Geben Sie die Nullstelle der Funktion f an und bestimmen Sie das Ver-
halten von f(z) fiir £ — %co.

(b) Ermitteln Sie die erste Ableitung von f. Untersuchen Sie insbesondere,
ob diese Ableitung auch an der Stelle © = 1 existiert.

—Agp . %L fiir z<1

4z7% - (lnz —1) flir z>1

Berechnen Sie die 2. Ableitung von f fiir £ # 1, und bestimmen Sie den
linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert der 2. Ableitung an der
Stelle x = 1.

(c) Bestimmen Sie die Lage und Art der Extrempunkte sowie die Wende-
punkte des Graphen (. Priifen Sie, ob fiir # = 1 einWendepunkt vor-
liegt.

(d) Zeichnen Sie den Graphen Gy fir —3 < z < 5 unter Verwendung der
gewonnenen Ergebnisse in ein Koordinatensystem (Querformat; Lingen-
einheit 2 cm). tragen Sie auch die Tangente bei z = 1 ein.

[Teilergebnis: f/: 2 — {

x
2. Nun wird die Funktion g: & — ff(t) d¢t mit Dy = R betrachtet.
1

(a) Zeigen Sie ohne Ausfiihrung der Integration, dass g genau eine Nullstelle
hat, und bestimmen Sie die Abszissen der Extrem- und Wendepunkte
sowie die Art der Extrempunkte des Graphen GG, von g. Begriinden Sie
Thre Antworten.

(b) Ermitteln Sie fiir z < 1 eine integralfreie Darstellung von g(z).
(c) Geben Sie den Inhalt A des Fliichenstiicks an, das fiir z < 1 vom Graphen
G’y und der z-Achse begrenzt wird.

(d) Fiir z > egilt: f(z) < —2. Begriinden Sie damit, dass das fiir > 1 vom
Graphen Gy und der z-Achse begrenzte Flachenstiick keinen endlichen
Inhalt hat.
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I nfinitesmalrechnung ||

Gegeben ist die Funktionenschar

2
fa:wHarctan(l——)

az
mit g € RT. Der Graph der Funktion f, wird mit Gy, bezeichnet.

1. (a) Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge D;, und die Nullstellen
der Scharfunktionen f,. Untersuchen Sie das Verhalten der Scharfunk-
tionen, wenn z gegen die Grenzen von Dy strebt.

(b) Bestimmen Sie, soweit vorhanden, die Extrempunkte und die Wende-
punkte der Graphen Gy, in Abhéingigkeitr von a. Stellen Sie eine Glei-
chung fiir die Schar der Wendetangenten £, auf.

a
Zur K lle: f! =
[Zur Kontrolle: f; () oy _2%_'_2]
(c) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktionen f,.

(d) Die Tangenten an die Graphen streben bei links- bzw. rechtsseitiger
Anndherung an die Definitionsliicke bestimmten Grenzlagen zu. Geben
Sie die entsprechenden Geradengleichungen an.

(e) Berechnen Sie die Funktionswerte f5(—2) und f5(2). Zeichnen Sie im Be-
reich —2 < z < 2 den Graphen Gy, unter Verwendung der bisherigen
Ergebnisse in ein Koordinatensystem (Querformat; Ursprung des Koor-
dinatensystems in Blattmitte; Lingeneinheit 5 cm).

2. Nun werden die Funktionen

x
a
Qa.wa—(at_1)2+1dt,
s

z > 0, a € Rt betrachtet.

(a) Berehnen Sie eine integralfreie Darstellung von g; ! () mit Hilfe der Sub-
stitutionsmethode.
w

[Ergebnis: g,(z) = arctan{az — 1) — Z]

(b) Zeigen Sie, dass g, und f, in Rt {ibereinstimmen.
(c) Begriinden Sie, dass g, umkehrbar ist. Berechnen Sie den Term g (z)

der Umkehrfunktion von g4, und zeichnen Sie den Graphen 95_1 in das
bereits angelegte Koordinatensystem.

3. Berechne Sie den Inhalt des im 4. Quadranten liegenden Flichenstiicks, das
von den Koordinatenachsen und dem Graphen Gy, begrenzt wird. Hinweis:
Verwenden Sie die in Teilaufgabe 2 erkannten Zusammenhiinge.
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Analytische Geometrie |

In einem kartesischen Koordinatensystem mit Ursprung O sind die drei Ebenen:

Ei: 43— 322 —rz3=0
Ey: —z1+Tea+rzs=50 (reR)
Es: rr1 — dxg = b1

und der Punkt A(6|8[0) gegeben.

1. Zeigen Sie, dass der Punkt A fiir jeden Wert von 7 in allen drei Ebenen liegt.
Welche Bedingung muss 7 erfiillen, damit die drei Ebenen nur diesen Punkt
gemeingam haben?

2. Im Folgenden sei » = 5.

(a) Die Ebenen Ey, Fa, F3 haben im Fall r = 5 eine Gerade s gemeinsam.
stellen Sie eine Gleichung der Geraden s auf. Weisen Sie nach, dass s auf
O A senkrecht steht.

6 4
[Mogliches Teilergebnis: s : = |8 | +0 | =3 |, 0 € R]
0 5
(b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene F, bezliglich der die Punkte O
und A Spiegelpunkte zueinander sind. Zeigen Sie, dass F' und die Gerade
s keinen Punkt gemeinsam haben.

(c) Mit der Strecke [OA] als Basis werden nun gleichschenklige Dreiecke
O AP betrachtet, deren Spitzen P(p; [pa|ps) in der Ebene Ej liegen.

Bestimmen Sie flir die Menge h dieser Punkte P eine Gleichung in Pa-
rameterform. Bestiitigen Sie ferner, dass A parallel zu s liegt.

0 5
(d) Ein spezieller Punkt von A ist P'(1|5,5|2,5). Welche Neigung hat die
Ebene des Dreiecks O AP’ gegen die z122-Ebene?

(e) Begriinden Sie, dass unter allen in Teilaufgabe ¢ beschriebenen Dreiecken
O AP das Dreieck OAP' minimalen Flicheninhalt hat.

-1 4
[Mogliches Teilergebnis: b : £ = ( 7) + A (—3) , A € R]
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Analytische Geometriell

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(12, 5|3|4) und B(2, 5/6/|0)
gegeben.

1. (a) Eine Ebene E liegt parallel zur z;-Achse und enthiilt die Punkte 4 und

B.
Stellen Sie flir E eine Gleichung in Normalenform auf.
[Mogliches Ergebnis: F : 424 + 323 — 24 = 0] (4 BE)

(b) Berechnen Sie die Schnittpunkte von E mit der zo-Achse bzw. z3-Achse.
Legen Sie ein Schriigbild des Koordinatensystems an, tragen Sie die
Punkte A und B ein, und machen Sie die Lage der Ebene E durch Ein-
zeichnen ihrer Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen deutlich. (4 BE)

2. (a) Ermitteln Sie eine Gleichung derjenigen Geraden g, die im Punkt B auf
AB senkrecht steht und in der Ebene E liegt. (4 BE)

(b) Das Rechteck ABCD soll ganz in der Ebene E, die Ecke C auflerdem in

der zaz3-Ebene liegen.

Berechnen Sie die Koordinaten von € und D.

[Teilergebnis: F : C(0]3]4)] (4 BE)
(c) Erginzen Sie die Zeichnung durch das Rechteck ABCD, ferner durch die

Punkte Ag, By, Cy, Dy, die durch senkrechte Projektion von 4, B, C, D

auf die x1 z2-Ebene entstehen. Welches besondere Viereck bestimmen die

Punkte Ag, By, Cy, Dy? Geben Sie auch die Koordinaten dieser Punkte
an. (3 BE)

3. (a) AgByCyDy ist die Grundfliche einer Pyramide, deren Spitze S im Inne-
ren oder auf dem Rand von Dreieck ACD liegt. Fuir welche Lagen von
S nimmt das Pyramidenvolumen den kleinsten Wert an? Berechnen Sie
diesen kleinsten Wert. (8 BE)

(b) Ermitteln Sie ohne weitere Rechnung die Koordinaten des Fulpunktes
F des Lotes von By auf die Ebene A¢CoC, und tragen Sie F in die
Zeichnung ein. (3 BE)



Wahr scheinlichkeitsrechnung |

Ein Gliicksspielautomat liefert Lose, auf denen jeweils eine siebenstellige Zahl auf-
gedruckt ist. Diese siebenstellige Zahl besteht nur aus den Ziffern 1 und 2. Die Ziffer
1 wird dabei mit der Wahrscheinlichkeit 0, 7 und die Ziffer 2 mit der Wahrschein-
lichkeit 0, 3 erzeugt.

1. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
E, := ,Die aufgedruckte Zahl beginnt mit 222%;
Ey := ,Auf den ersten vier Stellen kommt die Ziffer 2 genau zweimal vor®;
E; .= ,Die aufgedruckte Zahl ist kleiner als 1112111%.

2. Ein Spiel beginnt mit dem Kauf eines Loses. 1 Los kostet 1 DM. Die Zufalls-

grofie A sel Auszahlung fiir ein Los. Es gilt folgender Auszahlungsplan:

Anzahl k der Ziffern 2 |k <4 4| 5|6 | 7
Auszahlungin DM | 0 [3]10]40]100

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrisfie A (auf
5 Dezimalstellen gerundet), ihren Erwartungswert und ihre Varianz.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsgrifie G =
Gewinn = Auszahlung — Einsatz.

(c) Nach wie vielen Spielen unterscheidet sich das arithmetische Mittel der
Gewinne eines Spielers mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90%
um weniger als 0,5 DM vom Erwartungswert E(G). Verwenden Sie die
Tschebyschow-Ungleichung.

3. Der Besitzer des Automaten vermutet, dass der Anteil der Gewinnlose mit der
Auszahlung 10 DM grisBer ist als 2,5%. Zur Uberpriifung zieht er 1000 Lose
und bestimmt die Anzahl Z der 9 DM-Gewinne. Dann testet er die Nullhypo-
these ,P(A = 10) = 0,025 gegen die Alternative ,P(4 = 10) > 0,025%. Wie
lautet die Entscheidungsregel, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
erster Art hichstens 5% betragen soll? Verwenden Sie die Poissonverteilung.

4. Um das Spiel attraktiver zu gestalten, erhiilt der Spieler eine zuséitzliche Chan-
ce: Zieht er kein Gewinnlos (also kein Los mit positivem Gewinn), ist aber
unter den ersten vier Stellen genau zweimal die Ziffer 2, so darf er ohne wei-
teren Einsatz dem Glicksspielautomaten ein weiteres Los, Freilos genannt,
entnehmen. Bei einem Spiel dlirfen hiichstens zwei Freilose gezogen werden.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit darf der Spieler mindestens ein Freilos
entnehmen?

(b) Ein Spieler erzielt einen Haupttreffer von 100 DM. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit geschieht dies durch mindestens ein Freilos?
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Wahrscheinlichkeitsrechnung ||

1. An einer Tankstelle wird jedes tankende Auto {iberpriift, ob es mit einem
Katalysator ausgeriistet ist (K-Auto) oder nicht.

(a) In einer Schlange von 20 Autos vor der Tankstelle stehen genau 5 K-
Autos.

i. Wie viele Anordnungsmglichkeiten gibt es, wenn man nur K-Autos
und Nicht-K-Autos unterscheidet?

ii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stehen die fiinf K-Autos in der 2.
Hiilfte der Schlange?

iii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stehen die fiinf K-Autos direkt hin-
tereinander?

(b) Wie grofl misste der Anteil p der K-Autos sein, damit unter 20 Autos
mit mehr als 90% Wahrscheinlichkeit mindestens ein K-Autos ist?

(c) Wie viele Autos miissen mindestens {iberpriift werden, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 90% die relative Hiufigkeit der K-Autos
von der tatstichlichen (unbekannten) Wahrscheinlichkeit fur ein K-Auto
um weniger als 2% abweicht? Verwenden Sie die Ungleichung von Tsche-
byschow und wiihlen Sie fiir p(1 — p) eine geeignete Abschiitzung.

(d) Durchschnittlich tanken tiiglich zwischen 23 Uhr und 24 Uhr 4 K-Autos
an der Tankstelle. Bestimmen Sie mit Hilfe der Poisson-Niiherung die
Wahrscheinlichkeit, dass heute zwischen 23 Uhr und 24 Uhr mindestens
5 K-Autos tanken.

2. Zwei Firmen A und B liefern ein Bauteil T zu den Katalysatoren. 20% der
Bauteile T der Firma A sind fehlerhaft, von denen der Firma B sind sogar
30% fehlerhaft.

(a) 2 aller fehlerhaften Bauteile T sind von der Firma A. Wieviel Prozent
der Bauteile T werden demmnach von der Firma A geliefert?

(b) Bei einer Lieferung von 400 Bauteilen T, die alle von der gleichen Fir-
ma stammen, fehlen die Lieferpapiere, so dass der Hersteller nicht mehr
feststellbar ist.

i. Folgende Entscheidungsregel wird getroffen: Sind unter den 400 Bau-
teilen mindestens 99 fehlerhaft, dann wird die Lieferung der Firma
B zugeordnet, sonst der Firma A. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
wird damit die Lieferung filschlicherweise der Firma B zugeordnet?
Verwenden Sie die Normalverteilung als Niherung.

ii. Bis zu welchem Hochstwert der Anzahl von fehlerhaften Bauteilen
kann man die Lieferung der Firma A zuordnen, wenn die Wahrschein-
lichkeit, fiir eine fehlerhafte Zuordnung zu A hichstens 1% sein soll?
Verwenden Sie die Normalverteilung als Niherung.
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