BAYERN Abitur 1991 Mathematik Lestungskurs

I nfinitesimalrechnung |

Gegeben ist die Schar der Funktionen

foiz T+ a2

mit Dy, =R und a € R*. Graph der Funktion f, wird mit (s, bezeichnet.

1. (a) Geben Sie das Verhalten von f,(z) fiir z — +oo an. Zeigen Sie, dass G ¢,
zum Ursprung des Koordinatensystems symmetrisch ist.

(b) Bestimmen Sie die Monotoniebereiche von f, sowie die Lage und die Art
der Extrempunkte von Gy, . Geben sie eine Gleichung der Tangente 2,
an G, im Ursprung an.

a(l — z?)
Zur K lle: fl{z) = ———=
[Zur Kontrolle: fi(x) 0+ 3;2)2]
In den folgenden beiden Teilaufgaben ¢ und d sei g = 2v/2.

(c) Zeigen Sie, dass Gy, genau zwei Tangenten g und A besitzt, die auf
der Tangente 1, senkrecht stehen. Tragen Sie die Tangente ¢, sowie g
und A in ein kartesisches Koordinatensystem (Querformat, Ursprung in
Blattmitte, Lingeneinheit 2 cm) ein.

(d) Zeichnen Sie fiir ¢ = 2+/2 den Graphen G5, unter Berlicksichtigung der
bisherigen Ergebnisse. Verwenden Sie dabei auch die Funktionswerte an
den Stellen 1 und 4. Zeigen Sie ohne Berechnung der 3. Ableitung, dass
g und A Wendetangenten sind.

2. Nun wird die Schar der Funktionen h, :  — In f,(z) mit Dy, = R* und
a € R* betrachtet. Der Graph der Funktion A, wird mit Gy, bezeichnet.

(a) Ermitteln Sie das Verhalten von hA.{z) an den Grenzen von Dp,,.
: s 1-=2?
(b) Zeigen Sie: hj(z) = prepw L

Wie wirkt sich somit eine Anderung des Parameterwertes a auf den Gra-
phen G, aus?

(c) Weisen Sie nach, dass h, die Wertemenge ] — co;In £] hat.

(d) Bestimmen sie fiir ¢ = 2+/2 die Nullstellen der Funktion A, und zeichnen

Sie (73, in das bereits angelegte Koordinatensystem ein. Verwenden Sie
dabei auch die Funktionswerte an den Stellen  und 4.

(e) Bestimmen Sie eine Stammfunktion H, von A,, indem Sie z. B. mit par-
tieller Integration beginnen.
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I nfinitesmalrechnung ||

Gegeben ist die Schar der Funktionen

a-cos %

fo iz (sinz)-e
mit Dy, =[2;27] und @ € R*.

1. (a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f,.
(b) Berechnen Sie die fiinf Punkte, welche allen Scharkurven gemeinsam sind.
(c) Zeigen Sie, dass jede Scharkurve symmetrisch zum Punkt P(#|0) ist.
Nutzen Sie bei den folgenden Teilaufgaben diese Tatsache aus.

2. (a) Weisen sie nach, dass die Ableitungsfunktion f! genau zwei Nullstellen
Z1, ¥2 in Dy, hat, und ermitteln Sie diese in Abhéingingkeit von a.

_ ) vide2 +1-1
[Teilergebnis: z1 = arccos 2—a]
(b) Bestimmen Sie fiir a = +/2 Lage und Art der Extrempunkte des Graphen

von f.

3. (a) Zeigen Sie, dass fiir die 2. Ableitung von f, gilt:
M) = fo(z) - [0® - (sinz)® — 3a - (cosz) — 1]

(b) Berechnen Sie ftir @ = +/2 die Koordinaten der Punkte mit f/(z) =0,0 <
z < 27. Diese Punkte sind Wendepunkte (Nachweis nicht erforderlich).

4. Zeichnen sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fur ¢ = /2 den
Graphen von f, in ein Koordinatensystem (Lingeneinheit 2 cm). Verwenden
Sie dazu auch die Steigungen des Graphen an den Stellen 0, # und 2#.

5. (a) Ermitteln Sie [ f,(z) dz durch Substitution.

(b) Vom Graphen von f, und der z-Achse wird im 1. Quadranten ein Fli-
chenstlick eingeschlossen. Berechnen Sie seinen Inhalt in Abhiingigkeit
von a.
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Analytische Geometrie |

In einem kartesischen Koordinatensystem sind das Biischel der Ebenen Ey, : kx, —
kra +z3 =8, k € R\ {0}, und der Punkt A(12]|12|8) gegeben.

1. (a) Zeigen Sie: Der Punkt A gehdrt allen Blischelebenen an.
(b) Si sei der Schnittpunkt der z;-Achse (i = 1, 2, 3) mit der Ebene Fj.
Bestimmen Sie die Koordinaten der drei Punkte S;z.

(c) Geben Sie eine Gleichung der Ebene F an, der sich die Ebenen Fy fiir
|k| = co nihern.

(d) Weisen Sie nach, dass es zu jeder Ebene Ej in dem Ebenenbiischel eine
Ebene E gibt, die auf Ey, senkrecht steht. Welcher Zusammenhang muss
dazu zwischen &* und % bestehen?

(e) Zeichnen Sie nach nebenstehendem Muster ein Schriigbild des Koordi-
natensystems. Tragen Sie flir die Ebenen FE; und FE»> die Schnittgeraden
mit den Koordinatenebenen ein. Zeichnen Sie auch den Punkt A ein.

(f) In den bisherigen Untersuchungen ergab sich ein weiterer, von A ver-
schiedener Punkt, den die Ebenen Ej gemeinsam haben. Um welchen
Punkt handelt es sich? Zeigen Sie, dass die Punkte Sy, fliri =1, 2, 3
und A ein Trapez bilden. Zeichnen Sie diese Trapeze flir k=1und k =2
ein.

2. {a) Der Ursprung O und die Punkte Si; (i = 1, 2, 3) bestimmen jeweils eine
Pyramide Py. Berechnen Sie das Volumen dieser Pyramide in Abhéngig-
keit von k.

(b) Mpg(mg| — mgl4) ist der Mittelpunkt der Kugel, auf der die vier Ecken
der Pyramide Py liegen. Bestimmen Sie my, und den Kugelradius 7.
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Analytische Geometriell

In e¢inem kartesischen Koordinatensystem sind die Gerade

12 1
g: =1 4| +p 1 mit 4 € R
0 —4

sowie die beiden Punkte A(2|0| — 8) und B(1| — 1| — 4) gegeben.

1. (a) Zeigen Sie, dass A und B auf einer zu g parallelen und von g verschiede-
nen Geraden A liegen.

(b) Durch die Geraden g und h wird eine Ebene E bestimmt. Stellen Sie ftir
E eine Gleichung in Normalform auf.
[M&gliches Ergebnis: E : 4z, — 822 — 23 — 16 = (]

(¢) Welchen Abstand haben die Geraden g und A?

2. Die Ebene E von Teilaufgabe 1b schneidet die Koordinatenachsen in den
Punkten 51, S2 und Ss. Diese Punkte und der Ursprung sind die Ecken ei-
ner dreiseitigen Pyramide. Berechnen Sie den Inhalt der Oberfliiche dieser
Pyramide.

3. (a) Durch Spiegelung der Ebene E von Teilaufgabe 1b an der z;z2-Ebene
des Koordinatensystems erhiilt man die Ebene F'. Ermitteln Sie fur E’
eine Gleichung in Normalenform.

(b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden s der Ebenen E und
E'

2 2
[Mgliches Ergebnis: s : 5= | -1 | + A | 1 mit A € R ]
0 0
(c) Es gibt aufler der x;z2-Ebene noch eine zweite Ebene F, beztiglich der
die Ebenen F und E’ spiegelbildlich liegen. Beschreiben Sie die Lage von
F, und geben Sie fiir F eine Gleichung in Normalform an.
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Wahr scheinlichkeitsrechnung |

1. Fiir eine Abschlusspriifung werden 4 Aufgaben im Fachgebiet A, 6 Aufga-
ben im Fachgebiet B und 3 Aufgaben im Fachgebiet C angeboten. Wie viele
Miglichkeiten der Aufgabenzusammenstellung hat ein Priifling, wenn er 4
Aufgaben zu lésen hat und aus jedem Fachgebiet mindestens eine Aufgabe
wiihlen muss?

2. Erfahrungsgemifl sind 25% der Kandidaten Wiederholer der Priifung; 15%
der Wiederholer und 28% der anderen Kandidaten treten von der Priifung
zurlick. Ein Kandidat wird zufillig ausgewiihlt.

Verwenden Sie folgende Bezeichnungen:

W =, Der Kandidat ist Wiederholer“,

R =, Der Kandidat ist von der Priiffung zurlickgetreten®.

(Die Zahl der Pruflinge kann als sehr groff angenommen werden.)

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Kandidat Wiederholer und zu-
gleich einer, der von der Priifung zuriickgetreten ist?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Kandidat Wiederholer, wenn er
an der Priifung teilgenommen hat?

(c) Untersuchen Sie die Ereignisse W und R auf Unabhiingigkeit.

(d) Bei der Anmeldung zur Priifung werden die Kandidaten befragt, ob sie
Wiederholer der Priifung seien. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
spiitestens auf dem 6. Platz der Anmeldeliste ein Wiederholer steht?

() Nach wie vielen Anmeldungen steht mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 99% wenigstens ein Wiederholer auf der Anmeldeliste?

3. Zur Abschlufipriifung wird Papier geliefert, das nach Angabe der Lieferfir-
ma, mit einer Wahrscheinlichkeit von h&chstens 5% fehlerhaft und damit un-
brauchbar ist.

(a) Ein Priifer teilt die ersten 200 Blatt Papier aus und stellt fest, daff 17
Blatt nicht zu verwenden sind. Kann die Angabe der Lieferfirma auf-
grund dieser Stichprobe auf dem 5%-Signifikanzniveau aufrechterhalten
werden?

(b) Zur Abschlufipriifung bentigt man erfahrungsgemiifl 5000 Blatt Papier.
Wie viele Blatt miissen beim Zutreffen der Angabe der Lieferfirma wenig-
stens eingekauft werden, damit das Papier mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 99% zur Durchfiihrung der Priifung ausreicht? Niherung
mit der Normalverteilung!
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Wahrscheinlichkeitsrechnung ||

Die einzelnen Stiicke eines Magsenartikels werden vom Flieflband durch eine Maschi-
ne in Verpackungsbehiilter befordert. Die Soll-Stlickzahl in einer Packung betriigt
20; daher sind fiir das Fiillen einer Packung 20 Greifbewegungen der Maschine vor-
gesehen. Die , Greifsicherheit” g einer Maschine ist die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein Stiick vom Flieflband tatséichlich in die Packung gelangt.

1. Bei einer bestimmten Maschine ist die Greifsicherheit g1 = 99,5%.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fehlt in einer Packung genau 1 Stiick?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fehlt in einer nicht einwandfrei gefiillten
Packung genau 1 Stiick?

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit macht die Maschine bei 1000 Greifbewe-
gungen mehr als 10 Fehlgriffe? N#herung mit der Poisson-Verteilung!

2. Bei einer anderen Maschine ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Packung
vollstéindig ist, p = 80%. Thre Tagesproduktion besteht aus 800 Packungen.

(a) Berechnen Sie die Greifsicherheit go dieser Maschine.

(b) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem Tag mehr als 150
Packungen unvollstiindig sind? Niherung mit der Normalverteilung!

(c) Die Packungen werden vor dem Versand auf Vollstéindigkeit untersucht
und gegebenenfalls aufgefiillt. Wie viele unvollstiindige Packungen miis-
sen die dafiir zustiindigen Arbeitskriifte pro Tag wenigstens bearbeiten
kisnnen, damit sie die anfallende Arbeit mit mindestens 90% Wahrschein-
lichkeit bewiiltigen? Niherung mit der Normalverteilung!

3. Jemand will die Wahrscheinlichkeit p (vgl. Teilaufgabe 2) testen, indem er 50
Packungen dieser Maschine auf Vollstindigkeit tiberpriift. Er wihlt fiir die
Nullhypothese p > 0, 80 den Annahmebereich A so, dass die Wahrscheinlich-
keit fiir den Fehler 1. Art hichstens 5% betréigt.

(a) Bestimmen Sie den Annahmebereich A.

(b) Erstellen Sie eine Wertetabelle der zugehdrigen Operationscharakteristik
(OC-Kurve) fiir p = 0,55 bis p = 0,85 mit Ap = 0,05; runden Sie
dabei die Werte des Tafelwerks auf 2 Dezimalen. Zeichnen Sie die OC-
Kurve (Einheit auf beiden Achsen 10cm). Markieren Sie fiir p = 0,80
die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art.

(c) Ermitteln Sie im Rahmen der Zeichengenauigkeit mit Hilfe der OQC-Kurve
denjenigen Wert der Greifsicherheit gs, bei dem die Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler 2. Art 5% betriigt.
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