BAYERN Abitur 1992 Mathematik Lestungskurs

I nfinitesimalrechnung |

1. Gegeben ist die Schar reeller Funktionen

2k
ket + 1

feiz—

mit & > 0 und maximaler Definitionsmenge Dy. Der zu f; gehdrende Graph
sel Gk.

(a)

(b)

2. (a)

(b)

Bestimmen Sie Dz und das Verhalten von fi(z) an den Riindern der
Definitionsmenge. Untersuchen Sie &y auf Schnittpunkte mit den Koor-
dinatenachsen.

Untersuchen Sie fy auf Monotonie, und geben Sie die Wertemenge W,
an.

—2k%e®
[Zur Kontrolle: fé (:12) = m]
Begriinden Sie, dass folgende Ungleichung gilt: 0 < fx(x) < 2e~%. Be-
stimmen Sie unter Zuhilfenahme der Ungleichung die von & unabhtingi-
ge Menge aller Punkte (z|y) der Ebene, durch die Scharkurven verlau-

fen. Berechnen Sie auch die Grenzwerte a(z) = %iino fu(z) und b(z) =
lim fi(z).
k—oo
Begriinden Sie, dass jede Funktion f, in D; umkehrbar ist, und schreiben
Sie den Term der Umkehrfunktion in der Form f; '(z). Geben Sie fiir f;
auch die Definitionsmenge und die Wertemenge an.

b —
[Zur Kontrolle: f7'(z) =In kka: :c]
Der Punkt Qg (k| —In k) ist Symmetriepunkt des Graphen von f~ L. Wei-
sen Sie dies nach, und geben Sie den Symmetriepunkt P von G an.

Die Symmetriepunkte Py liegen auf einer Kurve ¢. Berechnen Sie deren
Gleichung.

Zeichnen Sie die Grenzkurven aus Teilaufgabe 1c mit den Gleichungen
y = a(z) und y = b(z) sowie die Kurve ¢ aus Teilaufgabe le. Kennzeich-
nen Sie jene Gebiete der Ebene, in denen keine Scharkurven verlaufen.
Ermitteln Sie die Steigung von G5 im Symmetriepunkt P, und zeichnen
Sie unter Verwendung der gewonnenen Ergebnisse den Graphen (.

(Platzbedarf: —4 < z < 3; —1 < y < 6; Lingeneinheit 2 cm)

Berechnen Sie das unbestimmte Integral [(2k — fx(z)) dz, und bestim-
men Sie daraus [ fi(z) dz.

[Teilergebnis: [ fu(z) dz = —2kIn(k + e~ %) + (]

Die z-Achse und der Graph G begrenzen fiir x > —Ink ein Flichen-
stlick. Zeigen Sie, dass sein Inhalt 2k 1n 2 betriigt.
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I nfinitesmalrechnung ||
1. Gegeben ist die reelle Funktion

2|
frxzrm e

mit maximaler Definitionsmenge Dy. Der zu f gehdrende Graph sei Gy.

(a) Geben Sie Dy an. Untersuchen Sie G ¢ auf Symmetrie. Bestimmen Sie das
Verhalten von f(z) an den R#indern von D¢, und geben Sie die Asym-
ptoten des Graphen G5 an.

(b) Berechnen Sie f/(z), untersuchen Sie das Verhalten von f'(z) bei z =0,
und geben Sie die Definitionsmenge von f' an.

[Teilergebnis: f'{z) = 21 +27) fiir z > 0 und & # 1]

) (1 —x2)2
Geben Sie die Monotoniebereiche von f an und weisen Sie nach, dass der
Graph (¢ genau einen Extrempunkt hat.

(c) Berechnen Sie die Funktionswerte von f an den Stellen %, 2 und 3, und
zeichnen Sie den Graphen Gy unter Verwendung der bisherigen Ergeb-
nigse. (Lingeneinheit 2 cm; Ursprung in Blattmitte)

z

2. Wir betrachten nun die Integralfunktion F: z — [ f(¢) dt mit der Defini-
—0.5
tionsmenge Dy =] — 1;1].

(a) Begriinden Sie ochne Berechnung des Integrals, dass F' in Dy differenzier-
bar ist und genau eine Nullstelle aufweist.

(b) Geben Sie eine integralfreie Darstellung von F(z) an.

1
3. Nun wird die Funktion A : z — 3 arctan f(z) mit maximaler Definitionsmenge
D;, betrachtet. Der zu A gehirende Graph sei Gy,.

(a) Bestimmen Sie Dy, und untersuchen Sie G auf Symmetrie. Geben Sie
das Verhalten von A(z) an den Riindern von Dy an.

(b) Bestimmen Sie ohne Berechnung der Ableitung die Monotoniebereiche
der Funktion A, ihr relatives Extremum und ihre Wertemenge Wy,.

(c) Zeigen Sie, dass gilt:

hiz) = arctanz fir0<z <1
- | —% tarctanz flirl <z

Ermitteln Sie das Verhalten von A'(x) in der Umgebung von 0 und von
1.

(d) Zeichnen Sie unter Verwendung der gewonnene Ergebnisse den Graphen
G}, in das Koordinatensystem von Aufgabe lc.
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Analytische Geometrie |

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(8|0|0), B(8|3|0), C; (4t+
53| — 3t), t € R, und D{(0|0[6) gegeben.

1. (a) Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, auf der alle Punkte C; liegen.
Stellen Sie eine Normalengleichung derjenigen Ebene auf, die A und B
enthiilt und zu g parallel ist.

(b) Fiir welche Werte von ¢ hat das Dreieck ABC, einen rechten Winkel?

(c) Fiir welche Werte von ¢ ist das Dreieck ABC, gleichschenklig?
[zur Kontrolle: ¢; = 0, ¢2 = 0, 96]

(d) Legen Sie eine Schriigbildzeichnung fiir die beiden in Teilaufgabe lc er-
mittelten gleichschenkligen Dreiecke an. Schraffieren Sie die beiden Drei-

ecke. Vervollstiindigen Sie die Zeichnung im weiteren Verlauf der Aufga-
be.

2. (a) Weisen Sie nach, dass die Volumenzahl der Pyramide ABC,D 9 ist. Ge-
ben Sie eine geometrische Deutung daftir, dass dieses Ergebnis von ¢
unabhiingig ist.

(b) Ermitteln Sie den Abstand d der Punkte C; von der Ebene ABD.
[zur Kontrolle: d = 1, 8]

(c) Begriinden Sie mit Hilfe von Teilaufgabe 1c geometrisch, warum fiir ¢ =
0,48 die Entfernung BC; minimal ist. Bestimmen Sie den Wert dieses
Minimums. Deuten Sie Ihr Ergebnis raumgeometrisch.
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Analytische Geometriell

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Ebene E mit der Gleichung 4z, —
zo — 23 + 8 = 0, die Gerade g durch die Punkte A(3|0|2) und B(3| — 1|3) sowie der
Punkt S(5| — 1,5|2,5) gegeben.

1. (a) Zeichnen Sie ein Schriighild des Koordinatensystems mit allen gegebe-
nen Stiicken, wobei die Ebene E durch ihre Spurgeraden veranschaulicht
werden soll.

(b) Zeigen Sie, dass g parallel zu E und dass die Gerade SB ein Lot auf E
ist.

2. Die Gerade g = AB wird durch eine zentrische Streckung mit dem Zentrum
S auf die in F liegende Gerade g’ = A’B’ abgebildet; dabei sind A’ und B’
die Bildpunkte von A und B.

(a) Berechnen Sie die Koordinaten von A’.
[zur Kontrolle: A'(—1|3|1)]

(b) Bestimmen Sie eine Gleichung von ¢'. Zeichnen sie B’ und ¢’ in die Skizze
ein.

(¢) In welchem Verhiltnis teilt S die Strecke [AA]?
3. F ist diejenige Ebene, die g enthilt und zu E parallel ist.

(a) Stellen Sie eine Normalengleichung von F auf.
(b) Weisen Sie nach, dass der Punkt C(4|1]5) in F liegt, dass BC auf g
senkrecht steht und dass das Dreieck ABC den Fliicheninhalt 2+/2 hat.

(c) Das Bild des Punktes C bei der in Aufgabe 2 beschriebenen zentrischen
Streckung sei C7. Bestimmen Sie ohne Berechnung der Koordinaten von
C' den Inhalt der Pyramide A’ B'C'S. Begriinden Sie Thr Vorgehen.
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Wahr scheinlichkeitsrechnung |

1. Anton, Barbara, Christa und Dietmar nehmen an einem Schiitzenfest teil. Sie
treffen in der angegebenen Reihenfolge mit den Wahrscheinlichkeiten 0, 8; 0, 6;
0,5 und 0,4 ins Schwarze einer Scheibe.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erzielt Anton bei 12 Schiissen

i. mindestens 10 Treffer,
ii. genau 10 Treffer, die unmittelbar aufeinanderfolgen? (7 BE)

(b) Barbara schiefit solange auf eine Scheibe, bis sie zum erstenmal ins Schwar-
ze trifft, hchstens aber 4mal. Berechnen Sie den Erwartungswert fiir die
Anzahl der Schiisse und den Erwartungswert fiir die Anzahl der Treffer. (8 BE)

(c) Anton, Barbara, Christa und Dietmar schieflen gleichzeitig einmal auf ei-
ne Scheibe. Insgesamt werden dabei 3 Treffer erzielt. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit stammt einer davon von Christa? (7 BE)

2. Bei jedem Schiitzenfest findet ein Wettbewerb mit 112 Teilnehmern statt.
Jeder Teilnehmer zahlt 50 DM Startgeld und gibt eine bestimmte Anzahl
von Schiissen auf eine Scheibe ab. Erfahrungsgemif erzielt ein Schiitze dabei
mit der Wahrscheinlichkeit 10% ausschliefilich Treffer. In diesem Fall erhiilt er
einen Preis von 400 DM. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Startgelder zur Auszahlung aller Preise nicht ausreichen? Niherung mit der
Normalverteilung! (8 BE)

3. Dietmar kauft sich ein neues Gewehr. Er glaubt, damit eine hhere Treff-
sicherheit als bisher zu erreichen. Um dies zu priifen, schiefit er mehrmals
nacheinander auf eine Scheibe.

(a) Wie oft mtisste er mindestens schieflen, damit die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass die relative Hiufigkeit der Treffer von der neuen, unbekannten
Treffsicherheit um weniger als 0,02 abweicht, mindestens 90% betréigt?
Verwenden Sie die Ungleichung von Tschebyschow! (6 BE)

(b) Tatsiichlich schieft Dietmar nur 100mal. Er will das neue Gewehr fiir
besser als das alte einstufen, wenn er mindestens 48 Treffer erzielt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit hiilt er das neue Gewehr irrttimlich fiir besser
als das alte, mit dem er eine Treffsicherheit von 0,4 hatte? (4 BE)



Wahrscheinlichkeitsrechnung ||

Ein Golfball eines bestimmten Herstellers wird von den Spielern mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 8% als unbrauchbar eingestuft.

1.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass in einer Schachtel mit 12
Golfbillen mindestens 10 brauchbare Biille sind?

. In einer Schachtel mit 12 Golfbillen befinden sich 3 unbrauchbare. Ein Spieler

greift zufillig 4 Bille aus dieser Schachtel. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass er dabei hichstens einen unbrauchbaren Ball entnimmt?

. Vor einem Golfturnier werden die vom Hersteller gelieferten Bille kontrol-

liert. Dabei werden 4% der brauchbaren und 97% der unbrauchbaren Biille
ausgesondert.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird bei dieser Kontrolle ein Ball richtig
beurteilt?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein ausgesonderter Ball unbrauchbar?

. Ein Abnehmer von Golfbillen vermutet, dass der Anteil unbrauchbarer Biille

tiber 8% gestiegen ist. Um diese Vermutung zu testen, untersucht er 500 Biille.
Ab welcher mglichst klein gewiihlten Anzahl unbrauchbarer Bille kann er
seine Vermutung annehmen, wenn er dabei eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
h&chstens 5% in Kauf nehmen will? Niherung mit der Normalverteilung!

. Bei der Produktion von Golfbillen schwankt der Balldurchmesser um den Er-

wartungswert 43, 00 mm. Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass der Durchmes-
ser eines beliebig herausgegriffenen Balls weniger als 2,00 mm vom Erwar-
tungswert abweicht, soll mindestens 90% betragen. Schiitzen Sie mit Hilfe der
Ungleichung von Tschebyschow ab, wie grofl die Standardabweichung hierfiir
héchstens sein darf.

. Erfahrungsgemifl werden im Mittel 5% der vom Hersteller ausgelieferten Biille

aufgrund von Miingeln zuriickgegeben. Fiir jeden zuriickgegebenen Ball ent-
steht dem Hersteller ein Verlust von 0, 80 DM, fiir jeden nicht zurlickgegebenen
ein Gewinn von 1,20 DM. Wit welcher Wahrscheinlichkeit erzielt der Herstel-
ler bei einer Lieferung von 200 Billen einen Gesamtgewinn von mindestens
210 DM?
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