BAYERN Abitur 1993 Mathematik Lestungskurs

I nfinitesimalrechnung |

Durch

2 2
fk:len(w +k )

mit & > 0 ist eine Schar von Funktionen mit jeweils maximaler Definitionsmenge
Dy gegeben. Der Graph von fi wird mit Gy bezeichnet.

1.

o

o

(a) Geben Sie Di an und untersuchen Sie das Verhalten von G an den
Grenzen von Dy,.

(b) Ermitteln Sie die Nullstellen von f; (Fallunterscheidung?).

. Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von fi und geben Sie Lage und Art

der Extrempunkte von (g, an.

Auf welcher Ortskurve ¢ liegen die Extrempunkte?
3?2 _ k?

. ! = —
[Zur Kontrolle: f;(x) = z(z® + kz)]

. Zeigen Sie, dass fx(z) —Ilnz > 0 gilt, und berechnen Sie x]ir&(fk(w) —Inz).

Deuten Sie beides geometrisch.

. Zeichnen Sie unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse fiir £k = 1 und

k = i die Graphen Gj im Bereich 0 < z < 4 in ein Koordinatensystem
(L#ngeneinheit 4 cm). Zeichnen Sie auch den Graphen von z — Inz und die
Ortskurve ¢ aus Teilaufgabe 2 ein.

(a) Begriinden Sie, dass die Einschriinkung von f; auf das Intervall [k; cof
eine Umkehrfunktion gz hat. Geben Sie die Definitionsmenge von g an.

(b) Berechnen Sie gi(In 52—k), ohne die Umkehrfunktion explizit zu ermitteln.

(a) Ermitteln Sie eine Stammfunktion von fi. Beginnen Sie mit partieller
Integration.

[Zur Kontrolle: eine mogliche Stammfunktion ist
241
z — 2-arctan(z) + z-In (a: : ) -z

o0
(b) Berechnen Sie [ (fi(z) —Inz) dz, und deuten Sie das Ergebnis geome-
1
trisch. Ohne Nachweis diirfen Sie verwenden:

]ima:-]n(1+i2):0.
T
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I nfinitesmalrechnung ||

Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen

friz—z-(k—z)
mit & > 0. Der Graph von f; wird mit GGy bezeichnet.

1. (a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von Gy mit der z-Achse sowie das
Verhalten von fg(z) an den Grenzen der Definitionsmenge.

(b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f; und bestimmen Sie die

Extrempunkte von Gy nach Lage und Art. Berechnen Sie auch liin fi(z).
=0

(c) Zeichnen Sie (3 im Bereich 0 < z < 12 unter Verwendung der bisherigen

Ergebnisse und der Tangenten in den Nullstellen (Lingeneinheit 1 cm).

Die beiden Tangenten an ( im Ursprung O und im Schnittpunkt & von Gy
mit der positiven z-Achse schneiden sich im Punkt A.

2. Berechnen Sie den Flicheninhalt J des Dreiecks ON A in Abh#ingigkeit von k.
1
[Zur Kontrolle: J = gk5]

3. Auf G wird ein Punkt P(r|s) mit 0 < r < k? gewiihlt. Seine senkrechte
Projektion auf die z-Achse heisst .

(a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P bei festem & so, dass das
Fiinfeck OPQN A einen extremalen Inhalt hat. Fiir die Art des Extre-
mums gentigt eine anschauliche Begriindung.

(b) Untersuchen Sie, ob der Inhalt des Fiinfecks OPQN A bei festem » und
versinderlichem % (0 < r < k?) ein relatives Extremum annehmen kann.

4. Die Funktion f3 ist in R* eine Stammfunktion einer Funktion g. Bestimmen
Sie mit m&glichst wenig Rechenaufwand diejenigen Werte von ¢ € R¥, fiir die
x

gilt: {g(z) dz > fa(z).

5. Untersucht wird nun die in R§ definierte Funktion A : z — arctan fi ().

(a) Zeigen Sie, dass f und Ay gleiche Nullstellen und gleiche Extremstellen
besitzen. Bestimmen Sie lim Ax(x) und lim A} (z).
proo 230
(b) Berechnen Sie h3(4), und skizzieren Sie den Graphen von hg unter Ver-

wendung aller Ergebnisse in das Koordinatensystem der Teilaufgabe 1c.
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Analytische Geometrie |

In einem kartesischen Koordinatensystem ist die Ebene F durch die Punkte A(4|5(0),

B(0]1] — 2) und C(6| — 5|7) bestimmt. Weiterhin sind drei parallele Geraden g, h
2

und k& mit dem Richtungsvektor —1) gegeben, wobel A e g, Be hund C € k

gilt.

1. (a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform und zeigen
Sie, dass die Geraden g und A in der Ebene F mit der Gleichung z; —
225 + 223 + 6 = 0 liegen.
[Mogliches Ergebnis: E : —22; + 22 + 223 + 3 = 0]

(b) Zeigen Sie: Die Geraden g, A und k sind Lotgeraden von E, und F ist
Lotebene von F.

(c) Berechnen Sie den Abstand des Punktes C von der Ebene F und den
Fliicheninhalt des Dreiecks ABC.

(d) Fertigen Sie eine Zeichnung an (z. B. gemiifl nebenstehender Skizze, Ur-
prung in Blattmitte, Einheit 1 cm), aus der die Lagebeziehungen der
bisher genannten geometrischen Elemente hervorgehen. Es ist hilfreich,
die Zeichnung im folgenden zu ergiinzen.

(e) Das Dreieck ABC ist die Grundfliiche eines geraden Prismas, dessen
Seitenkanten auf den Geraden g, A und k liegen. Die Deckfliche A4, B1C}
liegt in der Ebene E; . Geben Sie eine Gleichung von E; in Normalenform
an, wenn der Ursprung zwischen F; und E liegt und E; von E den
Abstand 9 hat.

2. Durch den Punkt A2(2[6]2) € ¢ wird eine zu E parallele Ebene Es gelegt.

(a) Die Ebene E; schneidet die Gerade h im Punkt Bs. Berechnen Sie Ba.

(b) Die Ebene durch die Punkte C, A3 und B zerlegt das Prisma aus Teilauf-
gabe le in zwei Kdrper, niimlich in die vierseitige Pyramide AA, By BC
und einen Restkérper. Berechnen Sie das Verhiiltnis der Volumina der
beiden Teilkirper des Prismas.
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Analytische Geometriell

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die drei Ebenen
E:bx1+280—23—-3=0,F:21 — 200 —523+15=0,
G : 21 — 2x2 + 23 — 3 = 0 und der Punkt A(1]0[2) gegeben.

1. (a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Schnittgeraden s von E und F in Pa-
rameterform.

-2 1
[Mogliches Ergebnis: 5 : & = (6,5) + A (—2) mit A € R
0 1
(b) Weisen Sie nach, dass der Punkt A in E und in G liegt und dass G eine
Lotebene der beiden anderen Ebenen ist.

(c) Der Punkt A wird an der Geraden s gespiegelt. Der Bildpunkt wird mit
C, der Schnittpunkt von AC und s mit Z bezeichnet. Berechnen Sie die
Koordinaten von Z und C.

[Zur Kontrolle: Z(1]0,5|3), C(1]1|4)]

(d) In der Ebene F legen zwei Punkte B und D eine Gerade d fest. Die
Punkte B und D kdnnen so gewiihlt werden, dass ABC D ein Rechteck
ist, das in einer Lotebene von s liegt. Berechnen Sie die Koordinaten von
B und D. (Hinweis: Eine Skizze kann hilfreich sein.)

[m&gliches Ergebnis: B(2|1|3), D(0]0|3)]

2. Die Punkte A4, B, C und D werden nun mit einem beliebigen Punkt T' (T" # Z)
auf der Geraden s verbunden: Es entsteht die Pyramide ABCDT mit der
Spitze T'.

(a) Begriinden Sie, dass ABCDT stets eine gerade Pyramide ist, d.h. dass
alle von T ausgehenden Kanten gleich lang sind.

(b) Wie grof} sind die auf Grad gerundeten Winkel zwischen den Seiten-
flachen und der Grundfliiche ABCD, wenn alle Eckpunkte der Pyramide
von Z gleiche Entfernung haben? (Hinweis: Die Berechnung der Koordi-
naten von T ist nicht erforderlich.)
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Wahr scheinlichkeitsrechnung |

Ein Theater hat 200 Plitze. Man weifl aus Erfahrung, dass bei einer Auffiihrung
ein Platz mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% verkauft wird.

1. Vereinfachend kann angenommen werden, dass die Ereignisse unabhiingig sind.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden fiir die niichsten Auffithrung min-
destens 185 Plitze verkauft?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man bei den drei folgenden Vorstel-
lungen mindestens noch einmal mit diesem guten Besuch von wenigstens
185 Personen rechnen?

2. Zehn bereundete Ehepaare setzen sich in eine Reihe, die 20 Plitze umfasst.
Wie viele Sitzordnungen gibt es, wenn

(a) sich die Personen beliebig setzen,
(b) die Ehepartner nebeneinander sitzen,
(c) die Frauen nebeneinander sitzen?

3. Im Programmbeft sind im Mittel zwei Druckfehler auf drei Seiten. Berechnen
Sie mit der Poisson-Verteilung die Wahrscheinlichkeit, dass auf der dritten
Seite mindestens zwei Druckfehler gind.

4. Erfahrungsgemif kaufen 40% der Besucher ein Programmbheft.

(a) Die Direktion legt fiir die 200 Besucher einer ausverkauften Vorstellung
90 Hefte bereit. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleibt mindestens ein
Programmbheft tibrig?

(b) Wie viele Hefte miissen wenigstens bereitliegen, damit man mit minde-
stens 95% Wahrscheinlichkeit die zu erwartende Nachfrage nach einem
Programmbheft bei 200 Besuchern befriedigen kann?

5. Eine Vorstellung wird von Erwachsenen und Jugendlichen besucht. 60% der
Erwachsenen und 20% der Jugendlichen kaufen ein Programmbeft.

(a) Wie grofi ist der Anteil der Jugendlichen unter den Besuchern, wenn 40%
der Besucher ein Programmheft kaufen?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der niichste K§ufer eines Pro-
grammbefts ein Jugendlicher ist?

6. Die Theaterleitung will das Kaufinteresse fur ihr Programmbheft Uberpriifen.
Dazu soll das Verhalten der niichsten 800 Erwachsenen beobachtet werden.
Verwenden Sie die Normalverteilung als Niherung.

(a) Geben Sie die Entscheidungsregel der Theaterleitung fiir ihre Nullhypo-
these Hy: ,Mindestens 60% der Erwachsenen kaufen ein Programmheft*
auf dem 5%-Signifikanzniveau an.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit geht die Theaterleitung irrttimlich da-
von aus, dass noch mindestens 60% der Erwachsenen das Programmheft
kaufen, obwohl die Kaufbereitschaft auf 55% gesunken ist?
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Wahrscheinlichkeitsrechnung ||

1.

5.

Ein , City-Zug* besteht aus 10 Waggons: 4 Wagen der Touristenklagse (T), 3
Wagen der ersten Klasse (E), 2 Grofiraumwagen (G) sowie 1 Speisewagen (S).
Wie viele Moglichkeiten gibt es, den Zug zusammenzustellen, wenn nur nach
den Kategorien T, E, G und 8 unterschieden wird und

(a) sonst keine Vorgaben zu beachten sind,

(b) die Grofiraumwaggons am Anfang und am Ende des Zuges stehen und
der Speisewagen 5. oder 6. Wagen sein soll?

. Die meisten Reisenden lassen sich einen Platz reservieren. Dabel kommt es

in 0,5% der Reservierungen zu Problemen. Verwenden Sie bei den folgenden
beiden Teilaufgaben die Niherung durch die Poisson-Verteilung.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt es bei 600 Reservierungen zu
mehr als 4 Problemfillen?

(b) Ab wie vielen Reservierungen ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass min-
destens ein Problemfall auftritt, gréfier als 90%?

. Durch eine Umfrage soll der Anteil der Kunden ermittelt werden, die mit dem

Reservierungssystem unzufrieden sind. Bestimmen Sie mit der Tschebyschow-
Ungleichung die Mindestzahl von Personen, die befragt werden miissen, damit
man mit einer Sicherheit von mindestens 95% den gesuchten Anteil mit einer
Abweichung von hichstens 5 Prozentpunkten erhalten kann.

. Auf Grund langjiihriger Beobachtungen weifl man, dass 1% der Bahnkunden

ohne giiltigen Fahrausweis fiihrt. Ein Kontrolleur erkennt einen Schwarzfahrer
(SF) mit 95% und einen Kunden, der eine gliltige Fahrkarte hat, mit 98%
Sicherheit.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Kunde, der falsch eingeschiitzt
wird, ein Schwarzfahrer?

(b) Mit p wird der Anteil der Reisenden mit gliltigem Fahrausweis, die als
solche erkannt werden, bezeichnet. Der Wert p hat sich so gefindert, dass
die Ereignisse SF: ,Der Kunde ist Schwarzfahrer” und R: ,,Der Kunde
wird richtig eingeschiéitzt® unabhingig sind. Bestimmen Sie den Wert von
.

(c) Ein Zug ist mit 200 Fahrgiisten besetzt. Wie grofl ist die Wahrschein-
lichkeit, dass mindestens drei Personen mehr als erwartet ohne gliltigen
Fahrausweis fahren?

Die Nullhypothese ,Mindestens 70% aller Geschiiftsreisen unter 400 km wer-
den mit dem Zug zuriickgelegt® soll durch eine Umfrage unter 600 Geschiifts-
leuten gestestet werden.

(a) Bestimmen Sie den Annahmebereich der Nullhypothese, damit die Wahr-
scheinlichkeit flir einen Fehler 1. Art nicht tiber 5% liegt. Niherung mit
der Normalverteilung!

(b) Wie grofl ist bei der Entscheidungsregel aus Teilaufgabe 5a die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art, wenn der fragliche Anteil nur 656%
betriigt? Niherung mit der Normalverteilung!

(c) Skizzieren Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus den Teilaufgaben 5a und 5b
die OC-Kurve fiir diesen Test.
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