Abiturprifung 1999

MATHEMATIK

als Leistungskursfach

Arbeitszeit: 240 Minuten

Der Fachausschuss wahlt je eine Aufgabe aus den Gebieten
LM1, LM2 und LM3 zur Bearbeitung aus.
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Gegeben ist die Funktion f:x+—

LM1. INFINITESIMALRECHNUNG

(x+1)On(x +7) M der groftmoglichen

Definitionsmenge D, . Der Graph von f wird mit G, bezeichnet.
Hinweis: lim (x Onx)=0 darf ohne Beweis verwendet werden.

1. a)

b)

b)

x5 0

Bestimmen Sie D, und untersuchen Sie das Verhalten von f an den
Randern von D, . Geben Sie auch alle Asymptoten an.

1+In(x +1)
[(x +1) On(x +1)]?
Ermitteln Sie das Monotonieverhalten von f sowie Art und Lage des
Extrempunkts.
Geben Sie die Gleichung der Tangente t im Punkt (e —1| %) an.
Zeichnen Sie G, und die Tangente t unter Beriicksichtigung aller
bisherigen Ergebnisse im Bereich —1 < x < 4 [L&ngeneinheit 2 cm].

Bestétigen Sie: f'(x) = -

Begriinden Sie allgemein, dass jede streng monotone Funktion
umkehrbar ist. Zeigen Sie durch Angabe eines Beispiels, dass jedoch
nicht jede umkehrbare Funktion streng monoton ist.

Die Einschrankung f* von f auf D* = IR™ ist umkehrbar. Fir die
Umkehrfunktion g von f* 1&sst sich kein Funktionsterm g(x) angeben.
Geben Sie trotzdem g(%) und g’(%) an.

X

3. Nun wird fur k>0 die Schar der Integralfunktionen J, :x+ f(t)dt

k

betrachtet.

a)
b)

c)

Geben Sie die maximale Definitionsmenge D, von J, an.
Bestimmen Sie eine integralfreie Darstellung von J, .
Es gilt: Jo_;(x) =In(In(x +1)).
Ldsen Sie die Gleichung

_Je—l(\/g_l)z Je1(X)
nach x auf und deuten Sie Ihr Ergebnis anhand der Zeichnung aus
Teilaufgabe 1d geometrisch.
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1

Gegeben ist die Funktion f:x > x™ @ * mit maximaler Definitions-
menge D, . Der zugehorige Graph wird mit G, bezeichnet.

1. a)

b)

d)

Bestimmen Sie D, und prifen Sie, ob der Graph Schnittpunkte mit

den Koordinatenachsen besitzt.
Untersuchen Sie das Verhalten von f an den Randern von D;.

Zeigen Sie: f'(x) =—f(x) 92"72_1
X

Ermitteln Sie ohne Verwendung der 2. Ableitung Art und Lage des
Extrempunkts von G, .

Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t an den Graphen G,

die den Ursprung enthalt.
Zeichnen Sie unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse sowie

des Grenzwerts Iilnof’ (x) =0 (Nachweis nicht verlangt) den
X

Graphen G, im Bereich -3 < x < 3 in ein Koordinatensystem mit der
L&ngeneinheit 2 cm. Zeichnen Sie auch die Tangente t ein.

2. Die Integralfunktion J ist definiert durch

b)

X
J(x)= f(t)dt fir x>0.

0,5
Begriinden Sie ohne Berechnung der integralfreien Darstellung von J,
weshalb folgende Aussagen zutreffen:
J ist streng monoton steigend.
J besitzt genau eine Nullstelle.
Der Graph von J hat genau einen Wendepunkt.
Ermitteln Sie nun eine integralfreie Darstellung von J(x). Berechnen
Sie die Grenzwerte lim J(x) und Xli>m0J(x) und geben Sie den

X — +00

Inhalt des Flachenstiicks an, das sich im 1. Quadranten zwischen dem
Graphen G, und der x-Achse ins Unendliche erstreckt.

Skizzieren Sie den Graphen von J unter Verwendung aller Ergebnisse
in das Koordinatensystem von Teilaufgabe 1d.



BE

LM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK

Der Zugang zu einem Computer eines Netzwerks ist durch ein

zehnstelliges Codewort gesichert. Jede Stelle des Codeworts wird mit

gleicher Wahrscheinlichkeit aus einem Vorrat von 64 Zeichen besetzt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht das Codewort aus lauter
verschiedenen Zeichen?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalt das Codewort nur Zeichen
aus einer bestimmten Teilmenge von 30 Zeichen?

c) Sind die Ereignisse aus a und b stochastisch unabhangig?
Begrinden Sie Ihre Antwort.

Ein Unternehmensberater setzt fir die Zufallsgréfie X: ,,Anzahl der
taglichen Systemabstiirze* folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung als
Planungsgrundlage an:

X 0 1 2 3
Wahrscheinlichkeit 0,67 0,25 0,05 0,03

a) Berechnen Sie Erwartungswert und Standardabweichung von X.

b) 365 Tage lang wird die Anzahl X der Systemabsttirze pro Tag
beobachtet. Bestimmen Sie mit der Ungleichung von Tschebyschow
ein moglichst kleines Intervall um den Erwartungswert von X, in
dem das arithmetische Mittel X der Anzahl der Abstiirze pro Tag mit
einer Mindestwahrscheinlichkeit von 90 % liegen muss.

c) Zeigen Sie, dass fir jedes € > 0 die Wahrscheinlichkeit daftir, dass
das arithmetische Mittel X um weniger als € vom Erwartungswert
von X abweicht, gegen 1 geht, wenn die Zahl n der Beobachtungstage
beliebig groR wird.

(Fortsetzung néchste Seite)
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Bei einer genaueren Untersuchung des Netzwerks stellt sich heraus, dass
Abstlirze unabhéngig voneinander auftreten und zu 60 % auf reine
Bedienungsfehler zuriickzufiihren sind.
a) Es werden die nachsten Abstiirze beobachtet. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist
(1) fruhestens der vierte,
(2) spatestens der vierte Absturz
auf einen reinen Bedienungsfehler zurtickzufiihren?
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei den nachsten
150 Abstiirzen mehr als 100 durch reine Bedienungsfehler verursacht
werden. Verwenden Sie die Normalverteilung als Naherung.

Das Personal wird einer Schulung unterzogen. Angeblich sind danach nur
noch hochstens 40 % der Abstiirze auf reine Bedienungsfehler zuriickzu-
fuhren.

Bei den néchsten 100 Systemabstlrzen waren in 45 Fallen reine Bedie-
nungsfehler die Ursache.

Untersuchen Sie, ob man die Vermutung, dass nur noch héchstens 40 %
der Abstiirze auf reine Bedienungsfehler zuriickzufihren sind, auf Grund
dieses Testergebnisses auf dem Signifikanzniveau von 5 % ablehnen
kann.
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V.

1. Ein Ferienhotel hat 4 Stockwerke mit je 40 Zimmern. Jedes Stockwerk

besteht aus zwei einander gegendberliegenden Zimmerreihen mit je 20

Zimmern.

a) Ein Kegelverein mochte 6 nebeneinander liegende Zimmer mieten.
Wie viele Mdglichkeiten gibt es, diesen Wunsch zu erfillen, wenn im
Hotel noch alle 160 Zimmer frei sind?

b) Vier Ehepaare bestellen jeweils ein Zimmer. Diese werden ihnen rein
zuféllig zugewiesen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind alle vier
Zimmer im gleichen Stockwerk, wenn bis dahin nur sechs Zimmer im
4. Stockwerk vergeben sind?

11 % aller Buchungen werden tblicherweise nicht wahrgenommen.
Deshalb nimmt der Manager des Hotels 170 Buchungen fir die 160
Zimmer an. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt er Arger durch
Uberbuchung?

Rechnen Sie mit der Normalverteilung als Naherung.

. Im Hotelrestaurant bestellen die Gaste mit einer Wahrscheinlichkeit von

30 % das Tagesmend.

a) Wie viele Gaste mussen das Hotelrestaurant mindestens besuchen,
damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 99 % wenigstens
einer dieser Géaste das Tagesmeni bestellt?

Aus langjéhriger Erfahrung weifld man, dass 10 % der Géste, die das

Tagesmenu bestellen, und 70 % der Gbrigen Gaste das Essen mit einem

Kaffee abschlieRen.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein zufallig
ausgewahlter Gast keinen Kaffee trinkt.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit trinken von 100 Gasten, die das
Tagesmenu bestellen, mindestens drei mehr als erwartet einen
Kaffee?

. Der Anteil der Hausgéste unter den Restaurantbesuchern sei p. Fur

welchen Wert von p ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass unter vier

zuféllig ausgewahlten Restaurantbesuchern ein oder zwei Hausgaste sind,

maximal? (Rechnen Sie wie beim ,,Ziehen mit Zuriicklegen®.)
(Fortsetzung néchste Seite)
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Ein Kellner weiR aus langjahriger Erfahrung, dass die Géste unabhéngig
voneinander im Mittel 5 DM Trinkgeld pro Abrechnung geben, wobei die
Zufallsgrolie T: ,, Trinkgeld pro Abrechnung® eine Standardabweichung
von 1,50 DM besitzt. An einem Abend werden 120 Abrechnungen
gezéhlt.

Schatzen Sie mit der Ungleichung von Tschebyschow die Wahrschein-
lichkeit ab, mit der das Trinkgeld an diesem Abend zwischen 570 DM
und 630 DM liegt.

. Wenn mindestens 4 % der Gaste mit dem Service unzufrieden sind,

sollen Sonderschulungen fiir das Personal abgehalten werden.

200 Géste werden zuféllig ausgewahlt und befragt.

Bei welcher Entscheidungsregel wird die Nullhypothese H,: ,,Mindestens
4 % der Gaste sind unzufrieden* mit einer Wahrscheinlichkeit von
hochstens 5 % irrtimlich abgelehnt?
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LM3. ANALYTISCHE GEOMETRIE

\2

In einem Kartesischen Koordinatensystem des R*sind die Punkte O(0|0]0),
A(0]6]0), D, (22]3]0) und S, (2|2|k+/6) mit kT R* gegeben.

1. Die Punkte O, A und D, bestimmen die Ebene E, die Punkte O, A und
S, die Ebene F,.
a) Stellen Sie je eine Gleichung von E und F, in Normalenform auf.
[mogliches Teilergebnis:  F, : ka/6x; —2x5 =0]
b) Fir welches k schneiden sich E und Fy unter einem Winkel von 60°?

2. Alle Punkte Dy liegen auf einer Geraden d, alle Punkte Sy auf einer
Geraden s.
a) Geben Sie fir d und s je eine Gleichung an.
b) Legen Sie ein Koordinatensystem an (vgl.
Skizze).
Zeichnen Sie d und s ein und markieren Sie X
farbig die Teile dieser Geraden, die von den
Punkten Dy bzw. Sy eingenommen werden.
3. a) O, A, Dy, Ssind die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide P,.
Berechnen Sie ihr Volumen.
b) Zeigen Sie, dass das Dreieck OADy nur flir k = 1 gleichseitig ist.

X3

X1

Im Folgenden sei k = 1.

4. a) DerPunkt T(t,|t,]|t;), t.>0, bildet mit O, A und D, ein reguléres
Tetraeder. Bestimmen Sie die Koordinaten von T und zeichnen Sie
das Tetraeder und die Pyramide P, in das Koordinatensystem von
Teilaufgabe 2b ein.

b) In welchem Punkt Q schneidet die Gerade TS, die Ebene E?
[zur Kontrolle: Q(4—+/3|1|0)]

¢) Untersuchen Sie rechnerisch, ob der Punkt Q innerhalb des Dreiecks
OAD; liegt.
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VI.
In einem kartesischen Koordinatensystem des R3sind die Gerade
3 1) 2 a)
g:§= -1|+A O,dieGeradenha:iz 8 |[+u|l , A palR,
7 0 _5 5

sowie die Ebene E:2x, — X, —2X; +15=0 gegeben.
1. a) Zeigen Sie, dass jede Gerade h, mit der Ebene E hochstens einen

Punkt gemeinsam hat.
b) Berechnen Sie den Schnittwinkel ¢ zwischen E und h, auf 0,1°

genau.

2. a) Beweisen Sie, dass alle Geraden h_ windschief zu g sind.
b) Weisen Sie nach, dass alle Geraden h,_ in der Ebene
H:2x, —x3 —21=0 liegen und diese Ebene H parallel zu g ist.
c) Es gibt eine Gerade h* in der Ebene H, die zwar durch den
gemeinsamen Schnittpunkt aller Geraden h,_ geht, aber nicht zur Schar
der Geraden h_ gehdrt. Geben Sie eine Gleichung von h* an.

d) Zeigen Sie, dass der Abstand von g zu H den Betrag 6+/5 hat.

3. Berechnen Sie die Koordinaten der FulRpunkte des gemeinsamen Lots
von g und h,. [zur Kontrolle: (8|-1|7), (8|11]|1)]

4. a) Kistdie kleinste Kugel, die g und h, als Tangenten hat.

Bestimmen Sie den Radius R und den Mittelpunkt M von K.
[zur Kontrolle: R =35, M(8]5]4)]
b) Zeigen Sie, dass die Ebene E die Kugel K schneidet, und berechnen
Sie den Radius r des Schnittkreises k.
c) Dieser Schnittkreis k ist die Grundflache eines geraden Kreiskegels,
dessen Mantellinien Tangenten an die Kugel K sind. Bestimmen Sie
die HOhe dieses Kegels.



