Gymnasium-Delitzsch Schuljahr 2005/06

Klausur unter abiturihnlichen Bedingungen
Grundkursfach Mathematik

- Ersttermin -
Material fiir die Teilnehmerin

Allgemeine Arbeitshinweise
Thre Arbeitszeit (einschlief3lich der Zeit fur das Lesen der Aufgabentexte und der
Zeit fur die Auswahl der Wahlaufgabe) betrdgt 240 Minuten.

Die Priifungsarbeit besteht aus den zu bearbeitenden Pflichtteilen A, B und C
sowie dem Wahlteil D.

Es sind alle Aufgaben der Pflichtteile zu bearbeiten.

Aus dem Teil D ist genau eine der beiden Aufgaben zu bearbeiten.

Der Losungsweg mit Begriindungen, Nebenrechnungen und (bei Konstruk-
tionen) Hilfslinien muss deutlich erkennbar in gut lesbarer Form dargestellt
werden.

Bei Verwendung von GTR-Programmen ist anzugeben, aus welchen Ein-
gabedaten das Programm welche Ausgabedaten berechnet.

Insgesamt sind 60 Bewertungseinheiten (BE) erreichbar, davon

im Teil A 25 BE,
im Teil B 15 BE,
im Teil C 10 BE,
im Teil D 10 BE.

Erlaubte Hilfsmittel:
+  Worterbuch der deutschen Rechtschreibung
« Taschenrechner ohne Computer-Algebra-System

« Tabellen- und Formelsammlung (im Unterricht eingefiihrt, ohne ausfiiht-
liche Musterbeispiele)

+  Zeichengerite
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Teil A: Analysis
Gegeben sind die Funktionen f und F durch

1
y=f(x)=e * -(3x+4) (x € Dy und
L
F(x)=(-12x—64)e * (x € Dy).

a) Geben Sie den grofitméglichen Definitionsbereich der Funktion f, die
Koordinaten der Schnittpunkte des Graphen mit den Koordinaten-
achsen sowie eine Gleichung der waagerechten Asymptote an.
Begriinden Sie, warum die Funktion f genau eine Nullstelle besitzt.

Der Graph der Funktion f besitzt genau einen lokalen Extrempunkt mit
_ 8112

den Koordinaten E|Z[57=].
Zeigen Sie mithilfe der ersten Ableitungsfunktion von f, dass dies gilt.
Geben Sie die Art des Extremums an.

Der Graph der Funktion f besitzt genau einen Wendepunkt.
Geben Sie die Koordinaten des Wendepunktes von f an.

Weisen Sie nach, dass fiir alle x € Dg die Funktion F eine Stammfunkti-
on der Funktion f ist. 13 BE

b) Die Gerade g verlduft durch den lokalen Extrempunkt des Graphen
von der Funktion f und den Koordinatenursprung.
Der Graph der Funktion f und die Gerade g schlie3en eine Fliche voll-
stindig ein.
Bestimmen Sie den Inhalt dieser Fliche mit einer Genauigkeit von drei
Dezimalen. 4 BE

Fortsetzung auf nichster Seite beachten
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c) Furjedest (t € IR; 5 <t < 10) sind die Punkte P,(t | £(t)); Q.(t | 0) und
der Koordinatenursprung Eckpunkte eines Dreiecks. Es gibt genau ein
solches Dreieck mit maximalem Flicheninhalt.

Ermitteln Sie den Wert fur t , fiir den der Flicheninhalt vom Dreieck
OP.Q, maximal wird und geben Sie den Wert des maximalen Flichen-
inhaltes an. 5 BE

d) Fur jedes a (a € R) ist eine Funktion h, dutch
1,
h,(x)=e * (a+3x) (xEDh”) gegeben.
Es existieren Werte von a, fir die der Graph der Funktion h, und die
Koordinatenachsen eine Fliche vollstindig begrenzen.

Geben Sie alle Werte fiir a an, die diese Bedingung erfiillen.
Begriinden Sie. 3 BE
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Teil B: Geometrie / Algebra

Ein Flugzeug fliegt auf geradlinigem Kurs vom Punkt A(-50 | 31 | 4) in
Richtung des Punktes B(-14 | 7 | 1).

Die Beschreibung des geometrischen Sachverhaltes erfolgt in einem
kartesischen Koordinatensystem; eine Einheit entspricht einem Kilometer.
Die x-y-Ebene charakterisiert die Horizontalebene.

a) Ermitteln Sie einen Vektor, der die Flugrichtung beschreibt und berech-
nen Sie die Linge der Flugstrecke zwischen den Punkten A und B.
3BE
b) Der Flug muss aus Sicherheitsgriinden oberhalb einer Ebene E mit der
Gleichung x -y + 20 z + 11 = 0 stattfinden.
Zeigen Sie, dass das Flugzeug (echt) parallel zu dieser Ebene fliegt.

3 BE
¢) Vom Punkt B aus erfolgt ein geradliniger Landeanflug in Richtung des
_ 18
Vektors a@ = [=9|.
-1

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, die den Landeanflug
charakterisiert und berechnen Sie das Gradmal3 des Winkels, der die
Kursinderung im Punkt B fir den Landeanflug angibt. 3 BE

d) Die Landebahn des Flughafens werde als Strecke betrachtet, deren
Punkte wie folgt beschrieben sind:

15
4 2

=| 15|+t|-1],t€R,0<t<1.
8 0
0

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes L, in dem das Flugzeug
aufsetzt.

Zeigen Sie, dass das Flugzeug im ersten Viertel der Landebahn aufsetzt.
Wie lang ist die nach der Landung noch zur Verfiigung stehende Aus-
rollstrecke auf der Landebahn? 6 BE
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Teil C: Stochastik

1. Die Wahrscheinlichkeit der Geburt eines Jungen liegt bei 0,514.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Ehepaar mit 3 Kindern eine
Tochter?

b) Ein Paar mochte 4 Kinder haben. Das erste ist ein Junge. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zweite Kind ein Middchen wird?
2 BE

2. In einer Fabrik mussen die gefertigten Bauteile eine bestimmte Linge
haben. Sind sie zu lang, kénnen sie nachgearbeitet werden. Sind sie zu
kurz, dann sind sie Ausschuss. Erfahrungsgemif} sind 90% der Teile
o.k. und 2% sind Ausschuss. Aus der Produktion werden nacheinander
2 Teile entnommen, gepriift und zurtickgelegt.

a) Geben Sie ein geeignetes Urnenmodell mit moglichst wenigen
Kugeln an, mit dem der Vorgang simuliert werden kann! 1 BE

b) Geben Sie alle Ergebnisse und deren Wahrscheinlichkeiten tabella-
risch an! 2 BE

c) Wie viele Bauteile muss man priifen, um mit mindestens 99%iger
Wahrscheinlichkeit ein Ausschussteil zu finden? 2BE

3. Eine Urne enthilt 2 rote, 1 weille und 1 schwarze Kugel. Es werden mit
einem Griff 2 Kugeln entnommen und deren Farbe registriert.
a) Geben Sie ein sicheres Ereignis an! 1 BE

b) Geben Sie die Ereignisse in Mengenschreibweise an und bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: beide Kugeln sind rot
B: A
C: eine Kugel ist schwarz oder weil3 2 BE
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Teil D: Wahlaufgaben

Wiblen Sie eine der Wablanfgaben 1 oder 2 zur Bearbeitung aus.
Wahlaufgabe 1

Wird die Hohe einer Sonnenblume wahrend
thres Wachstums gemessen, so erhilt man
ungefihr nebenstehenden Verlauf.

Folgende Messdaten wurden wihrend der
Wachstumsphase beobachtet:

+ Anfangshéhe zur Zeit

t=0Tage: 0,10 m
. Hohe nach t = 100 Tagen: 1,27 m
. Hohe nach t = 200 Tagen: 2,00 m

+ Die Sonnenblume war nach 200 Tagen ausgewachsen

Bl
Abbildung 1:
Zeit-Hohe-Diagramm

a) Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion 3. Grades, die die genann-

ten Bedingungen erfillt! 5BE
Die Biologen gelangten mit Hilfe mathematischer Modellierung zu
r-t
folgender Funktion: h (¢)= ’2 - © , mit
+19

t: Zeit in Tagen und r > 0: konstanter Parameter

b) Wie grof3 ist die Sonnenblume zu Beginn der Messung nach dieser
Funktion?

1 BE
€) Zeigen Sie mittels 1. Ableitung, dass die Funktion streng monoton
steigend ist! 2 BE
d) Finden Sie einen Wert fiir den Parameter r im Intervall
(0,010 <1 < 0,090), der die Messdaten gut wiedergibt! 1 BE
e) Bestimmen Sie fiir Ihren Wert r aus Teilaufgabe d) den Zeitpunkt des
stirksten Wachstums der Sonnenblume! 1 BE
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Wabhlaufgabe 2

Beim Ernten von Zuckerriben ent-
steht eine Miete. Naherungsweise soll
davon ausgegangen werden, dass
diese aus einem dreiseitigen geraden
Prismas mit zwei angesetzten geraden
halben Kreiskegeln besteht (Abbil-
dung 3).

Die Breite k, die Lange A und der
Schiittwinkel o sind gegeben:

Abbildung 2: Micte

Kk =8m,A =30 mund x = 34°. VAN
a) Berechnen Sie das Volumen der /4
Miete. 4 BE 7/ . :

/ N / K

Diese Miete wird durch einen Laster >
mit Anhidnger abtransportiert. Die M
Ladeflichen werden mindestens Abbildung 3: Miete
1.5 m hoch beladen'. Die dabei ent- Skizze nicht mafSstiblich
stehende Aufschiittung darf aus Si- 1 Einheit entspricht 1 Meter
cherheitsgriinden 15° nicht tbet- :
steigen. Die Breite ist jeweils 2,3 m,
die Linge vom Laster ist 3,5 m und
die vom Anhinger 5,2 m.
b) Wie oft wird der Laster fahren \
mussen? 4 BEE
Der Miete werden zufillig 10 Zucker- §
riben entnommen und auf Beschadi- |
gungen durch die Erntemaschine un- §
tersucht (Abbildung 4). D g ; T
¢) Angenommen die Maschine Abbildung 4: 10 Riiben
beschidigt im Durchschnitt jede vierte Frucht.
Wie viele beschidigte Riiben sollte man dann erwarten? 2 BE

1 Das heifit die Fallhéhe betrdgt 1.5 m. Dazu kommt dann noch die Aufschiittung.

Mirz 2006 7/12



Losungen

Teil A

a) D= R 1 BE
S«(-4/3 | 0); S,(0 | 4) 2 BE
0=f(x) >0=3x+4wegene’# 0 furallez€ R 2 BE

1

f’(x)=(—%x+2)-e * und f(xg) =0 =% = 8/3 1 BE
(es gibt nur eine Losung) 1 BE
E ist lokales, ja sogar globales Maximum 1 BE

Variante I: W(6.67 | 4.53) abgelesen am GTR
Variante II:
Y1=f(x); solve(nDerive(nDerive(Y1,X,X),X,X),X,5) — 6.66667

1
Variante IIT: f’ ’(x)=(13—6x—%)-e Y " (xw) = 0= xy = 20/3
20124
o
Fi(x) = {(x) 2 BE
b glx)= 39 x 1 BE
257
noch nicht bekannte Schnittstelle der Graphen: xs = -2.3367 1 BE
8
3
A=|[ £(x)—g(x)dx|~13.299 2BE

N _l
c) A(t)=%t(3t+4)e ¢
Variante I: fMax (A(T),T,8/3) — 7.389
_1
Variante II: A'(t) = 0 mit A'(t)=(—%t2+%t+2)e RN t=%(\73_7+5)

A(7.389) = 15.243
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d)a€Runda#0
z. B.: nur fir a = 0 schneidet der Graph von h, im Koordina-
tenurspung; deshalb schlieSen die Koordinatenachsen und der Graph
keine Flache ein; ansonsten gibt es Schnittpunkt des Graphen mit den
Achsen ungleich Null und also einen Flicheninhalt

Teil B
. [ 36
a) AB=|-24 1 BE
-3
|AB| =~ 43.37 km 2 BE

b) Umwandlung der Ebenengleichung in Parameterform und zeigen, dass
AB von den Richtungsvektoren linear abhingig ist
E:x-y+20z+11=0
z.B. Wihle P, Q, R der Ebene P(-11 | 0| 0); QO | 1| 0);
R(-111] 20 | 1)
Parameterform: % =OP+ r- PO+ s- PR 1 BE
Losung des Gleichungssystems:
Schlussfolgerung: ist komplanar zu den Richtungsvektoren der Ebene
E, also verlduft der Flug parallel zur Ebene E 1 BE
noch zu zeigen: Punkt A liegt nicht in der Ebene E:
Punktprobe mit A und Schlussfolgerung: Flug echt parallel zu E 1 BE
Losungsvariante: Abstand der Punkte A und B zur Ebene berechnen
(GTR) und Schlussfolgerung
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R —14 18
o g =7 Fwl-9| weR)

1 -1
cosx = AB-a = 867 ~7.2°
l4B}a| i881-~A06
d) Ansatz:
15/4 2 —14 18
—15/8 |t |=1[F| 7 |[Tw|-9
0 0 1 -1
Losung: w = 1; t = 0,125
= L#4;-2;0)

Da die Losung fiir den Parameter t = 0,125 = Vs
Punkt L. im ersten Viertel der Landebahn.

1 BE

2 BE

1 BE

1 BE
1 BE

< V4 betrigt, liegt der

Ausrollstrecke: Vom Punkt L. bis zum Ende der Strecke mit t = 1

= Endpunkt der Landebahn E(5,75 | -2,875 | 0)
Ergebnis: |CE| = 1.96 km
Teil C

1.
a) 1-0,5143
b) 0,486

a) Urne mit 45 roten, 4 weillen, 1 schwarzen Kugel,

aus der 2 mal mit Zuriicklegen gezogen wird
b) Tabelle
) 0,98 < 0,01 — n > 227

a) z.B.: es wird eine rote oder weille oder schwarze
Kugel gezogen

b) P({rr}) ="2-1/3 =0,1667
P({rw,rs,wr,ws,st,sw}) =1 —-1/6 = 0,8333
P({rw,rs,wr,ws,st,sw}) = P(4) =5/6
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€;
rr
w
s
wt
WwW
WS
St
SW

ST

1 BE
1 BE

P(ey)
0,92
0,9%0,08
0,9%0,02
0,08*0,9
0,082
0,08*0,02
0,02*0,9
0,02*0,08
0,022
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Wahlaufgabe W1

a) Ansatz: fix)=a-x’+b-x" +c-x+d , x: Zeit in Tagen, f(x): Hohe

Bedingungen: f(0)=0,1 ; f(100)=1,27 ; f{200)=2 ; f{(200)=0,

da auch die Wachstumsgeschwindigkeit stetig und am Ende Null ist.

Diese Bedingungen fiihren zu einem Linearen Gleichungssystem mit der entsprechenden erwei-
terten Koeffizientenmatrix:

0 0 0 1 01 100 0 -2551077
10°  10*  10° 1127 [0 1 0 0 545.10°
8-10° 4.10* 2.10%2 1 2 0010 88103
12-10° 4.102 1 0 0O 000 1 0.
Die Wachstumsfunktion lautet
f(x)=-2,55-107 -x* +545-10° . x> +88-107° - x+0,1
b) H,(0) = 0,1
' 38-r-e"" .. .
) hr(f):mmt fur alle t und r > 0 positiv und somit ist h,(t)
e

streng monoton steigend

d) Losung durch Probieren am Graphen der Funktion: 0,030 < r < 0,040
Losung mit solve-Befehl, so dass (100 ; 1,27) zum Graphen gehort:
solve(h(100)-1.27,R,0.090) — R = 0,03498

C) fMax ( he,934gg ’ (t) , t , 0 , 200) — Zeltpunkt: t= 84) 77 T&lgé’
— Wachstumsgeschwindigkeit: h'(t) = 0,0175 m/Tag

fir r = 0,030 : t = 98,15 Tage| 73 Tage < t < 98 Tage
fir r = 0,040 : t = 73,61 Tage
Wahlaufgabe W2
a) Hohe: h =4 tan(34°) = 2,7 m
Linge Prisma: 1 = 22 m
1

V,(ege,=§~n-42-2,7m45,21 ,

vV —l~8-2,7-22N237,6 — V = 2828 m?

Prisma 2

b) Linge: 1 = 8,7 m, Breite: b = 2,3 m, Héhe: h = 1,5 m
Schiitthohe: hsaie = Y2 b tan 15° = 0,31 m
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Variante I: fiinfseitiges Prisma’
Grundfliche: A = Agechieek T Abricac = 2,3 (1,5 + 1,15 h) = 3,8 m?
Volumen: V = 33,1 m?
Variante II: analog a) — Ladung als Kasten mit Miete oben drauf’
Volumen: V = Viggen + Vseniee mit und
2

Vseniie = 2 Viegel T Vrisma = %(S) h+(1=2-b)-h =5,0m?und
V=323m?3
Damit liegt die genaue Anzahl der Fahrten bei: 8,5 (V. I) und 8,7 (V. II),
also muss der Transporter mindestens 9 mal fahren*.

c) Da 25% Ausschuss sind, missten von den 10 Riben im Durchschnitt
2,5 Fehler aufweisen. Also sollte man wohl 2 oder 3 kaputte vorfinden.

2 Diese Variante ermittelt das Volumen zu grof3.
3 Diese Variante berechnet das abtransportierte Volumen eher zu klein.
4 Wer nur mit dem Kasten rechnet landet bei: 10 mal fahren, aber das ist falsch.
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