Lineare Algebra / Analytische Geometrie Grundkurs Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

Aufgabe 10 Theaterbihne

Eine Theaterbiihne hat einen rechteckigen FuB3boden mit der Breite 10 m und der Tiefe 8,20 m.

Genau in der Mitte steht als Bithnendekoration eine 5 m hohe quadratische Pyramide mit der Boden-
seitenldnge von 4 m.

Im zweiten Akt soll aus dramaturgischen Griinden von oben ein zweiter nach hinten ansteigender
Biihnenboden senkrecht herabgelassen werden. Die Pyramide soll stehen bleiben.

In der Endlage fillt die vordere Kante dieses zweiten Bodens mit der vorderen Kante des FuBBbodens
zusammen. Die hintere Kante des zweiten Bodens soll dann 1,8 m hoher sein als der Ful3boden.

Die Abmessungen des zweiten Bodens stimmen mit denen des FuBBbodens tiberein.

h=5m

P 10 m

Die Biihnenhandwerker miissen aus dem zweiten Boden ein Viereck aussidgen, weil sonst beim Herab-
senken die Pyramide im Wege wire. In der Endlage des zweiten Bodens sollen die Seitenflachen der
Pyramide und die Seiten des herausgesidgten Vierecks sauber abschlieen. Die Dicke des zweiten
Biihnenbodens wird hier vernachlissigt.

Der zweite Boden liegt zur Bearbeitung als rechteckige Platte auf dem Boden der Werkstatt, und das
herauszutrennende Viereck soll angerissen werden.

a) Berechnen Sie den Neigungswinkel des schridgen Bithnenbodens zur Fulbodenfléche.

b) Ein geeignetes 3-D-Koordinatensystem wird so gewihlt, dass der Punkt P im Ursprung liegt und
der Punkt Sauf der negativen X;-Achse. Benennen Sie die wichtigen Punkte und geben Sie deren
Koordinaten direkt an (natiirlich bis auf die Koordinaten des ausgeschnittenen Vierecks, die ja erst
im Laufe der Aufgabe berechnet werden sollen). Zeichnen Sie anschlieBend die Punkte in das Ko-

ordinatensystem ein. 1 LE £ 1 m, der Verkiirzungsfaktor in X;-Richtung betrigt 0,5- V2 und der
Winkel zwischen X;- und X,-Achse ist 135° grof3.

¢) Bestimmen Sie eine Koordinaten- und eine Parameterform fiir die Ebene, in der der schrige zwei-
te Bithnenboden in seiner Endlage liegt.

d) Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte des auszusédgenden Vierecks, wenn der Biithnenbo-
den sich in der gewiinschten Endlage befindet.

e) Mit den in c) berechneten Daten kann der Biihnenbauer so noch nicht viel anfangen, fiir ihn liegt
die 10 m x 8,2 m —Platte flach auf den Boden der Werkstatt.
Machen Sie eine Skizze dieser (zweidimensionalen) Rechteckplatte und bestimmen Sie eine Be-
mafung des auszusdgenden Vierecks.
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Mit der skizzierten Lage des Koordinatensystems und den skizzierten Punktbe-
zeichnungen gilt:

Boden: P(0]0]0) Q(0]10]0) R(-8,2(10]0) S(-8,2|0]0)

Biihnenboden (schrig):

Der x;-Wert der Punkte R, und S, muss zunédchst mit dem Satz des Pythagoras
berechnet werden: | x |=+/8,2° —1,8° =8. Damit erhalten wir weitere Koordi-
naten.

Schréger Biihnenboden:

P(0[0]0), Q(0[10[0), R,(-8|10]1,8), S,(-8|0[18).
Pyramidenpunkte:

c) |Die X-Achse liegt in der Ebene, in der der schriige Biihnenboden liegt, insofern
kann man es sich leicht machen und einfach die Gleichung der Spurgeraden in

der X;-X;-Ebene angeben: X, = —%Xl bzw. 9-X +40-X, =0

Eine Gleichung der Ebene, in der der schrage Biihnenboden liegt, lautet:
9-x+40-x,=0.
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Man kann auch zuerst die Ebene in Parameterform angeben: z.B.
X=s-q+t-s .
Dann erhélt man anschlieSend die Koordinatengleichungen:
X =-8t, x,=10-s, X =1,8-t, woraus man ebenfalls die obige Ebenen-
gleichung erhilt. 20

d) | Wir berechnen die Koordinaten der Punkte Ay, und D, als Schnittpunkte der
entsprechenden Pyramidenkanten mit der in ¢) berechneten Biithnenebene.

Die anderen beiden Punkte B, und C, (in der Skizze nicht bezeichnet) kann man
dann mit Symmetriebetrachtungen leicht bestimmen.

Die Gerade durch A und E lautet in Parameterform: ;(=<::1+t-(é—é), also:

X, -2,1 -2
X, |[=| 3 |+t-] 2 |.Damit erhalten wir die Koordinatengleichungen:
X 0 5

X =-2-t-2]1 X, =2-1+3 X, =5-1

Diese setzen wir ein in die Ebenengleichung aus c)

9-(—2-t—2,1)+40-5-t=0, also 182-t=18,9 und damit ergibt sich fiir den

fur den Punkt A, der Parameterwert t = % .

Das ergibt folgende Koordinaten fiir A :
-30 417 27

A(

—— |——|— | néherungsweise: -2,31|3,21/|0,52) .
T |130|52J g Al 3,21]0,52)

Aus Symmetriegriinden erhilt man:
30,10_417 27) g (230 883 27)
13 130 52 13 130 52
ndherungsweise B,(-2,31/6,79(0,52).

B

2

Zur Bestimmung des Punktes D, verfahren wir genau so:

Die Gerade durch D und E lautet in Parameterform: X=d +t- (é— a) , also:
X, —-6,1 2
X, [=| 3 |+t-] 2 |. Damit erhalten wir die Koordinatengleichungen:
X 0 5

X=2-t-6,1 X, =2-1+3 X, =51

Diese setzen wir ein in die Ebenengleichung aus c) :

9-2:t-6,)+40-5-t=0 .

Damit ergibt sich fiir den fiir den Punkt D, der Parameterwert

t= 49 = 0,252 und man erhilt folgende Koordinaten fiir den Punkt D, :

2180
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-610 3819 549 :
5 | | , ndherungsweise: D,(-5,60]3,50]1,26).
109 1090 436
Aus Symmetriegriinden erhilt man:
-61 19 54 -61 1 54
Cz( 610 |10_38 9 |5 9} . also Cz[ 610 |708 |5 9)’
109 1090 436 109 1090 436
ndherungsweise: C,(-5,60/6,50|1,26). 30
e) | Den Biihnenbauer interessieren die Abstinde der vier Eckpunkte des auszusé-
genden Vierecks von den Auflenseiten des rechteckigen Biihnenbodens. Die im
dreidimensionalen Raum unter d) berechneten Koordinaten dieser Eckpunkte
sind so noch nicht ausreichend: Die y-Werte sind zwar schon die Abstidnde von
der linken Seite, aber die Abstdnde von der vorderen bzw. hinteren Seite des
Biihnenbodens miissen noch entweder iiber die Abstandformel oder direkt mit
dem Satz des Pythagoras aus den X;- und X;-Werten der in d) bestimmten Punk-
te berechnet werden:
2 2
Abstand von A, zur unteren Seite = & + 2 = E =237
13 52 52
2 2
Abstand von D, zur oberen Seite =8,2 — 610 + >49 = 5371 =2,46
109 436 2180
Fiir die anderen beiden Punkte ergeben sich die zugehorigen Abstidnde aus der
Symmetrie der Anordnung.
]
2,46 m
S 3,50 m-
a
- 3,2l m -
? |
2,37 m
2 4 6 8 1@
20
Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20




