Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Mathematik Lineare Algebra / Analytische Geometrie Grundkurs

Aufgabe 11 Lichtkunst

Aufgabe aus der schriftlichen Abiturprifung Hamburg 2005.

Das neueste Werk eines jungen Kiinstlers besteht aus einer Skulptur und zwei starren Stromschienen, die
von einer Wand (X;-X3-Ebene) zur anderen Wand (X%-X;-Ebene) verlaufen. Auf diesen Schienen kdnnen
Lampen bewegt werden, um die Skulptur zu beleuchten. Da die Schienen nur einen Durchmesser von
4 cm haben, soll diese Ausdehnung in den Rechnungen vernachldssigt werden. Die Schienen werden
also als Teile von Geraden angesehen. Die beiden Stromschienen sind an den Winden befestigt und
verbinden die Punkte P;( 1003 )und Q;(0|6|6)bzw. P,(8|0|5)und Q(0|8|4).

1 Langeneinheit entspricht 1 m.

a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Geraden g; und g,, die den Ax,
Verlauf der Stromschienen beschreiben und zeichnen Sie die
Stromschienen in ein Koordinatensystem ein.

1 LE £ 1 m, der Verkiirzungsfaktor in X;-Richtung betrigt
0,5 \/E und der Winkel zwischen X;- und X-Achse ist 135° groB3.

2 /

b) Zeigen Sie, dass sichergestellt ist, dass die Stromschienen sich
nicht bertihren.

¢) Inden Punkten Li(5|3]4,5)und Ly(2]6]4,25) befinden sich
Lampen, die als punktformige Lichtquellen betrachtet werden
konnen.
Weisen Sie nach, dass L, auf g, liegt und L, auf g, und bestim-
men Sie den Abstand der beiden Lampen voneinander.
Zeichnen Sie die Lampenpunkte in das Koordinatensystem ein.

d) Der hochste Punkt der Skulptur sei S( 2 |4 | 2,25 ). Der Kiinstler méchte, dass der Schatten dieser
Skulpturenspitze noch auf den FuBBboden des Raumes (X;-%-Ebene) und nicht auf eine Wand fillt.
Zeigen Sie, dass unter dieser Bedingung nur eine der beiden Lampen eingeschaltet werden darf.
Bestimmen Sie den Schattenpunkt R auf dem Ful3boden des Raumes und zeichnen Sie Rund Sin
das Koordinatensystem ein.

e) An die Stromschienen sollen neue Lampen angebracht werden, die von der Schiene 0,2 m
vertikal herunterhidngen. Beurteilen Sie, ob dies moglich ist, ohne dass dadurch die freie
Beweglichkeit der Lampen auf der gesamten oberen Schiene durch die untere Schiene einge-
schriankt wird.

Hinweis. Skizzieren Se die vertikale Projektion der Schienen auf die x;-X,-Ebene, d.h. die ;-
Komponente ist Null und betrachten Se den Héhenunterschied der Schienen Uiber dem Schnitt-
punkt der Projektionsgeraden.
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Die Gleichungen der Geraden in Zwei-Punkte-Form lauten z.B.:

10 -10
0: X=p+s-(G-p)=| 0 |+s:| 6 |, seR und
3 3
8 -8
0,: X=p,+t-(¢, -P,)=| 0 |+t-| 8 |, teR.
5 -1

Dabel sollen se[0;1]und te [0;1]auch alsrichtig gelten.

10| 5
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I | II | IO
b) | Gleichsetzen der Parameterdarstellungen von g; und g, ergibt:
1
S=—
10 -10) (8 -8)  [8t—10s=-2 2
0 +s| 6 |=[0]+t] 8 [ -8t+65=0 ] t=>
8
3 3 5 -1 t+3s=2
15
—#2
8
Die Geraden schneiden sich also nicht. 20
¢) | Der Ortsvektor von L, geniigt der Parameterdarstellung von g fiir s= % .
Der Ortsvektor von L, geniigt der Parameterdarstellung von g, fiir t =% .
Der Abstand d der beiden Lampen voneinander betrégt:
M =T l=./32 2 (-2 2 _ _
d=[i; -} J3 +(=3)> +0,25> = /18,0625 = 4,25 , also 4,25 m. ol 10

d) | Berechnet werden die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden h; von Sund L,
i = 1,2, mit der X;,%-Ebene.

2 3

h:x=8+r(,-8%)=| 4 |+r]| -1 , TER.
2,25 2,25

2 3 I rn=-1

hnE,: 4 |+r| -1 |=|1, |&<,=5

2,25 2,25) |0 r=-1.

Da die x;-Koordinate des Schnittpunktes negativ ist, liegt er nicht auf dem
Raumboden. Die Lampe L, darf somit nicht eingeschaltet werden.

2 0
h: X=8+r-(,-8)=| 4 |+r:[2], reR.
2,25 2
2 0) (r, =2
hnE,: 4 |+r|2|=|1, | nL=175.

2,25 2 0 r=-1,125

Die Lampe L, darf eingeschaltet werden, weil der Schattenpunkt R( 2| 1,75]0)
auf dem RaumfuBlboden liegt, da seine ersten beiden Koordinaten grofBer als

Null sind. 201 5
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| II |10
e) | Die vertikale Projektion der beiden Schienen auf die X;-%-Ebene wird betrach-
tet, da die neuen Lampen in die (negative) X;-Richtung hingen. Am Schnittpunkt
T der Projektionsgeraden miissen die Hohen (X;-Koordinaten) der Schienen aus-
gerechnet werden.
10 -10
Fiir die Projektionsgerade von ¢, gilt: pg,: X=| 0 |[+s-| 6 |, seR.
0 0
Daraus folgt das Gleichungssystem
10-10s=x,
0+6s=X,
Durch Umformen erhilt man
5
pg, : X = 10—§x2.
8 -8
Entsprechend gilt: pg,: X=|0|+t-| 8 |, te R, woraus das Gleichungssys-
0
tem
8-8t=x
0+8t=x,
folgt. Durch Umformen erhédlt man pg, : X, =8— X, . Durch Gleichsetzen der
Projektionsterme erhilt man: 10— g X, =8—X,, also X, = 3. Dieser Wert wird in
einen Term eingesetzt und man erhdlt X; = 5. Damit ist
T( 5] 3] 0) der Schnittpunkt der beiden Projektionsgeraden.
Die Bestimmung der Héhen H; und H, von g; und g, iiber diesem Bodenpunkt
ergibt:
5 10 -10
g |3 |=|0|+s| 6 |=s=LAH, =45 und
2
H, 3 3
5 -8
g, | 3 |=|0|+t| 8 |ot=2AH,=4,625,
8
H, 5 -1
d.h. die Hohendifferenz iiber dem Punkt T betragt nur H, — H, = 0,125 m, so
dass eine Lampe, die 0,2 m tief von der Schiene 2 hingt, die Schiene 1 dort be-
rithren wiirde.
Es ist also nicht mdglich, die neuen Lampen in der beschriebenen Weise anzu-
bringen. 5 |15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20




