Lineare Algebra / Analytische Geometrie Leistungskurs Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

Aufgabe 9 Eckpyramide
Gegeben ist die Ebenenschar E;mit Ex: (a+1)-X +a-X, +(a-1)-x,=a, aeR.

a) Beschreiben Sie die Lage von E,,.

0 1
b) Beschreiben Sie, warum die Gerade : x=|1|+k-|-2|, keR in jeder der Ebenen E, liegt.
0 1

c) Mit §, S und S seien die Schnittpunkte der jeweiligen Ebene mit den Koordinatenachsen be-
zeichnet.

Berechnen Sie §, S, und $ in Abhéngigkeit von a.

Fassen Sie die Punkte §;, S, und S; sowie den Koordinatenursprung O als Eckpunkte einer Pyrami-
de auf, der so genannten Eckpyramide.

Zeigen Sie, dass fiir das Volumen V, einer Eckpyramide gilt: V, =%- |0S |-|OS, |-|0S, |.

Bestimmen Sie diejenigen positiven &, bei denen die zugehdrige Eckpyramide das Volumen 1 auf-
weist.

d) Beschreiben Sie, welche Bedingung die Parameter mund a zweier Ebenen Ep,, und E, dieser Schar
erfiillen miissen, damit diese beiden Ebenen senkrecht zueinander stehen und begriinden Sie Thre
Angaben.

Ermitteln Sie fur a = 2 den Parameter mder zu E, senkrechten Ebene E,,

e) Bestimmen Sie die Ebenen aus der gegebenen Ebenenschar, die vom Ursprung O den Abstand 0,5
aufweisen.

f) Es wird das Volumen V, der Eckpyramiden der Ebenenschar E, betrachtet.
Zeigen Sie:

1
Fiir a— 1o geht V, gegen den Wert ri

V, hat ein Minimum, aber kein Maximum.
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Aufgabe 9 Eckpyramide

Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | I | III

a) |Eog: X, —% =0
Die Ebene enthilt alle Punkte der Form (a| X, | &), a€ R . Also enthilt die Ebe-

ne die X,-Achse (a = 0) und insbesondere auch den Nullpunkt. Ihr Schnitt mit
der X;-x3-Ebene ist die Gerade X; = X3, d. h. die Winkelhalbierende dieser Ebene. | 5 | 5

b) | Losung z.B. iiber die Form von g mit dem allgemeinen Vektor:

k
g: x=|1-2k | , ke R . Eingesetzt in die Koordinatenform von E, ergibt dies
k
die Gleichung (a+1)-k+a-(1-2k)+(a—1)-k=a. Diese Gleichung verein-
facht sich zu der fiir alle arichtigen Beziehung a=a.

Damit liegt g in jeder der Ebenen E, . 10| 5

¢) | Schnittpunkte
S (X [010).

. . . . . a
Einsetzen in die Koordinatenform von E, ergibt § (—1 |O] OJ , a#-1.
a+

Analog ergeben sich S, (0[1/0 ) und SJ(O|O|iJ, azl.
a_

Die Ebene E; hat keinen Schnittpunkt mit der X;-Achse, denn die X3-Komponen-
te ist gleich Null und das absolute Glied ungleich Null. Entsprechend schneidet

die Ebene E.; die X;-Achse nicht. (Nach Aufgabenteil a) schneidet die Ebene E,
alle drei Achsen — im Nullpunkt.)

Volumen der Eckpyramide:
Das Volumen der von den Vektoren OS , OS, und OS, aufgespannten dreisei-

tigen Pyramide ist + des Volumens des von (751“ , CTS: und C‘)i aufgespannten
Spats, denn die Grundfldche der dreiseitigen Pyramide ist halb so grof3 wie die

Grundfldche des Spats und eine Pyramide hat das Volumen ,,% mal Grundfldache

mal Hohe*. Der Spat ist ein Quader mit den Seitenlédngen |O—S | |(§ | und

|6§3 |, also berechnet sich das Spatvolumen als |£ || @ ] @ |. Beide

Uberlegungen zusammen ergeben die gesuchte Formel. (Hier sind natiirlich
auch Rechnungen moglich.)

Eine andere Argumentation wire die folgende:

Die Eckpyramide hat am Ursprung drei Fldchen, die paarweise senkrecht auf-
einander stoflen. Damit ist ihr kleinster Umhiillungsquader der Quader mit den
drei Kantenldngen X5, Xg und X5 . Dessen Volumen ist Vo, =| X5 - Xg - Xg |.

Wihlt man eine dieser Flichen als rechteckige Umhiillung der Grundflache der
Eckpyramide aus, so hat die Grundfldche der Eckpyramide als rechtwinkliges
Dreieck mit den entsprechenden Seitenldngen genau die Hilfte des Inhalts des
Rechtecks.
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Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
I | II | IO

Andererseits weist jede Pyramide als Volumen nur ein Drittel des Volumens des
sie umbhiillenden Prismas auf.

Da xg = ‘ﬁ‘ (und entsprechend fiir die anderen Punkte), ergibt sich das ge-
wiinschte Resultat.

Bestimmung der a-Werte:

. . . e 1
Fiir die Eckpyramide der Ebenen E, gilt (mit Einsetzen): V, = ra

Je nachdem, ob a > 1 oder 0 <a < 1 gilt, ergeben sich die beiden Bestimmungs-
gleichungen fiir a:

Daraus ergeben sich die beiden Gleichungen 6a?—-6=a* oder 6-6a*=a*.

Diese haben die positiven Losungen g, = \E Ad, = \/g .

d) | Grundsitzlich gilt:
Zwei Ebenen stehen genau dann senkrecht zueinander, wenn ihre Normalenvek-
toren orthogonal zueinander sind.

m+1 a+l

Es gilt dabei sz m | und nj= a
m-1 a-1

Die Orthogonalititsbedingung ergibt die Gleichung
n,-n, =0 (m+l)a+l)+m-a+(m-I)a-1)=0.

. . 2
Dies fiihrt zu der Bedingung m-a = 3

. : L 1
Fiir a =2 liefert Einsetzen die Losung m= 3 15

©) | Aus der Tafel folgt fiir den Abstand: dis, = ‘(() -V, ) . ﬁo‘ , wobei Vj ein beliebiger

Punkt der Ebene ist und i, der Normaleneinheitsvektor der Ebene ist.

:|(0|1|0)T ~(a+1|a|a—1)T|

n
Al ‘ \/(a+1)2+a2+(a—1)2 ‘

A

dis, = |V, -

_[%:n)
T

_ a |
\/(a+1)2 +a’+(a-1)>° ‘

a

V2 +3a’

Zu losen sind die beiden Gleichungen

a

VJ2+3a’

=0,5 und =-0,5

a
V2+3a’
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Fiir die erste Gleichung folgt durch Quadrieren:
2
a 1

2+3a> 4
und weiter
4a’ =2 +3a’
a’l=2,
also a =2 oder a = —/2.
Durch Einsetzen erhilt man, dass nur a= V2 Losung der ersten Gleichung ist.
Entsprechend erhélt man die Losung der zweiten Gleichung: a= —2.

Die Ebenen E N und E_ 7 sind diejenigen, die vom Nullpunkt den Abstand 0,5
haben. 15

f)
EsgiltVa:l- a2
6 a+1 a-1

Fiir a>1odera<-1 gilt: V, = ———.

6-(a>-1)
Fiir diesen Bereich gilt also V, =V_, und man kann sich auf die Betrachtung des
Verhaltens der Funktion auf den Bereich a>1 beschrianken, fiir das asymptoti-

2
sche Verhalten auf X— o . Es ergibt sich limV, = lim LS .
ae av=\ 6(@>-1)) 6

Fiir a = 0 ist ersichtlich das Volumen gleich Null. Da das Volumen aber grofler
oder gleich Null sein muss, liegt hier ein Minimum vor.

Andererseits liegt bei a =1 eine Polstelle vor. Da das Volumen immer positiv
ist, ist gesichert, dass V, fiir beide Richtungen der Annéherung an die Polstelle
iiber alle Grenzen wichst.

Damit hat V, kein Maximum. 15

Insgesamt 100 BWE | 20 | 65 | 15




